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1 

 جهت طراحی سیستم های پایاییلی بررسی و پیشنهاد مد
 

  amiri@atu.ac.ir ،علامه طباطبائيدانشگاه دانشکده مدیریت، عضو هیأت علمي  ،قصود امیریم

 hashemi@atu.ac.ir، دوره دکتری رشته مدیریت گرایش تحقیق در عملیات، دانشگاه علامه طباطبائي، *هاشمي نیما فخیم
hashemi.ise@gmail.com  

 

است که کاربردهای  ات کاربردیعرصه دانش ریاضیدر از انواع مسائل شناخته مساله پایایي یا قابلیت اطمینان یکي  چکیده:

بسیاری در دنیای واقعي دارد. مسائل پایایي به گروه های مختلفي تقسیم مي شوند که در این مقاله به بحث طراحي بهینه 

در  ث و بررسي قرار گرفته است.سیستم های پایایي پرداخته شده است. ابتدا مدل مساله تخصیص افزونگي تشریح و مورد بح

با توجه به فرضیات مساله، اهداف و محدودیت ها تعیین، و مدلي با سپس ، گردیده ادامه نخست برنامه ریزی آرماني تشریح

  پیشنهاد گردیده است.جهت طراحي بهینه سیستم های پایایي رویکرد برنامه ریزی آرماني 

 پایایيرنامه ریزی آرماني، اطمینان، بقابلیت مدل سازی ریاضي،  کلیدی: واژگان

                                                           

 *ارائه دهنده

  مقدمه
به عنوان یک مفهوو،، اواخور    )پایایي( هندسي قابلیت اطمینانم

نخسوتین بوار در    و پدیودار شود   0491و اوایل دهه  0491دهه 

قابلیت اطمینوان  زمینه ارتباطات و حمل و نقل بکار گرفته شد. 

انودازه گیوری اینکوه یوک     د: شوو مي  و تعریف درکبدین شکل 

، بدون تعمیر، تا چه حد بوه  کاری مشخصسیستم در یک دوره 

بوه طوور    .مي کنود هدف طراحي اش را برآورده  ،شکلي مناسب

رسیستم )مرحله( تشکیل سیستم پایایي از چندین زییک کلي، 

 .]0[شده است، که هر زیرسیستم بیش از یک جز دارد 

رداختوه  پدر این مقاله به بحث مدل سازی سیستم های پایوایي  

  شده است.

 

 یان مسالهب
احتموال آن اسوت کوه محصوول یوا       پایایي یا قابلیت اطمینوان، 

( طرح / محصول برای یک دوره زماني خاص )طول عمر خدمت

)بوه عنووان    / محصوول  شرایط تعریف شده بورای طورح  و تحت 

نمونه: درجه حرارت، فشار، ولتاژ و غیره( به طور سالم و مناسب 

پایایي را مي توان کارکرد موفق سیسوتم   دیگر، به بیان کار کند

 .]2[ دانست مشخص و از پیش تعیین شدهشرایط مدت و در 

پرداختوه موي   در بحث قابلیت اطمینان به موضووعات مختلفوي   

شود، از آن جمله مي توان، بررسي توزیع های مورد استفاده در 

بورای   قابلیت اطمینان، برآورد قابلیت اطمینان سیستم، طراحي

در ایون   قابلیت اطمینان بیشتر و غیوره را نوا، بورد.   دستیابي به 

سیسوتم هوای پایوایي    بهینوه  مقاله به بررسي مودل و طراحوي   

 پرداخته شده است. 

، یکوي از انوواع مسوائل    سیستم های پایایيبهینه طراحي  مساله

 انواع گوناگوني تقسیم بندی مي گردد.در است، که خود  پایایي

زیرسیسوتم اسوت، کوه بوا توجوه بوه       تعدادی هر سیستم شامل 

تعداد و خصوصیات آن ها شرایط متفاوت بووده و حالوت    ،شکل

 :]2[  های مختلفي را ایجاد مي نماید

 سیستم های سریقابلیت اطمینان در  -

 قابلیت اطمینان در سیستم های موازی -

-)سووری قابلیووت اطمینووان در سیسووتم هووای ترکیبووي -

 موازی(

جوز   mپایایي هر یوک از   Riپایایي سیستم، و  Rsچنانچه 

در آنگواه  سیستم مستقل از هوم باشوند،    اجزای، و سیستم

 سیستم های سری خواهیم داشت:

  
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، پایوایي بصوورت زیور    جوز مووازی و مسوتقل    mهمچنین برای 

 :محاسبه مي گردد





m

i

is RR
1

]1[1  

یووا عضووو مووازاد یکووي از  (Redundancy)اسووتفاده از افزونگووي 

مهمترین ویژگي ها در دستیابي به قابلیت اطمینوان در سوحوح   

 بالا است. مساله بدین شکل تعریف مي گردد: 

کوه هودف    شدني )امکان پذیر( از پیکربنودی،  حانتخاب یک طر

توابعي از قبیل قابلیت اطمینان، هزینوه، وزن و   آن بهینه سازی

این مساله تحت عنوان مساله تخصویص افزونگوي   ریسک است. 

 Reliability Redundancy Allocation)یوا عضووو موازاد   

Problem)    یا به صوورت مخفوفRAP      نامیوده موي شوود کوه

 Misra and)و همکووارش خسووتین بووار توسووط میسوورا   ن

Ljubojevic, 1973)،  از تحقیقووات  .]3-9[ معرفووي گردیوود

 در این زمینه مي توان از پوژوهش هوای دیویود کیوت    برجسته 

(David Coit) 6-02[ و همکارانش نا، برد[. 

ل شوناخته شوده در ادبیوات    ئمساله تخصیص افزونگوي، از مسوا  

، اسوت کوه   (Design-for-reliability) "طراحي برای پایایي"

از قبیوول دارد،  يرا در دنیووای حقیقووکاربردهووای گسووترده ای 

طراحي سیستم های انرژی الکتریکوي، طراحوي سیسوتم هوای     

 .]03[ طراحي سیستم های ارتباطاتو حمل و نقل، 

معتقود هسوتند، بوه طوور طبیعوي طوراح        ]09[نویسندگان در 

سیستم در کوشش برای بهبود پایایي با دو مساله برخوورد موي   

 کند:

الف( پیدا کردن یک تخصیص بهینه از واحدها )اجزا( بین زیر    

سیستم های مختلف، جهت تامین تعدادی درخواست های داده 

شده بر طبق چندین شاخص مشخص پایوایي، بوه صوورتي کوه     

 زان ممکن هزینه کل را ایجاد نماید.کمترین می

ب( یافتن یک تخصیص بهینه از واحودها بوین زیور سیسوتم        

های مختلف که شاخص پایایي را با توجه به تعدادی محدودیت 

 مشخص، بیشینه نماید. 

انتخاب محدودیت ها بستگي به ویژگي خاص مساله دارد. گاهي 

، حجوم، وزن  مساله با چندین محدودیت مختلف از جمله هزینه

 .]09[و غیره روبرو است 

 

 مساله یریاضمدل 

مدل های ریاضي به طور معموول دارای چهوار بخوش کلیودی،     

یا اهداف، و پارامترها یوا داده هوا    متغیر ها، محدودیت ها، هدف

    .]09[ هستند

زیرسیسوتم   mیوک سیسوتم از    هدیفرض گرد فرضیات: الف(   

ی تشکیل شده است. اجزا در داخل هور زیرسیسوتم   سربصورت 

-( یوک سیسوتم سوری   0بصورت موازی قرار گرفته اند. شوکل ) 

 موازی را نشان مي دهد. 

 

 
 ]3[موازی  –(: سیستم سری 0شکل )

  

متغیر تصمیم، تعداد اجزا در هر یک از زیر سیسوتم هوا تعریوف    

  شده است.

 :نمادگذاری ب(   

مه آموده اسوت،   ابه صورتي که در اد متغیرها و پارامترهای مدل

 :ندتعریف و نمادگذاری شده ا

m:  تعداد زیرسیستم ها 

ir : زیر سیستم هر جز در پایایيi ،ا 

ic هزینه هر جز در زیر سیستم :i ،ا 

iw وزن هر جز در زیر سیستم :i ،ا 

iv حجم هر جز در زیر سیستم :i ،ا 

sRپایایي کل سیستم : 

sCهزینه کل سیستم : 

aRپایایي موردنظر )مورد انتظار( کل سیستم : 

aC مجاز کل سیستم: هزینه 

aW ل سیستممجاز ک: وزن 

aVحجم مجاز کل سیستم : 

ix تعداد اجزا در زیر سیستم :i ،ا 

: مدل عمومي این مساله را در چندین حالت عموميمدل پ(    

، در حالوت  که به دو مورد آن اشواره موي گوردد    مي توان نوشت

و نخست فرض مي شود که هدف بیشینه نمودن پایوایي اسوت،   
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کوه  محدودیت ها شامل هزینه، وزن و حجم کل سیستم اسوت،  

 :خواهد بودمدل آن بصورت زیر 





m

i

x

is
irMaxR

1

])1(1[
 

..ts 

   
ai

m

i

i Cxc 
1 

   
ai

m

i

i Wxw 
1 

   
ai

m

i

i Vxv 
1

 

   
.int&1ix  

زماني است کوه هودف کمینوه     ی که اشاره مي شودحالت دیگر

، و محدودیت هوا شوامل قابلیوت    است کردن هزینه کل سیستم

اطمینان، وزن و حجم کل سیستم است، که مودل آن بصوورت   

 زیر خواهد بود:
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 برنامه ریزی آرمانی 
برنامه ریوزی آرمواني نخسوتین بوار توسوط چوارنز و همکواران        

(Charnes et al.)  اسووتفاده شوود و در سووال  0499در سووال

 (Charnes & Cooper)با این نا، توسط چارنز و کووپر   0460

. برنامه ریزی آرماني یکي از مدل هوای  ]06و 07[تعریف گردید 

محرح در برنامه ریزی چند هدفه است. رویکردی اسوت کوه بوه    

کمک آن مي توان بر دو مشکل برنامه ریزی خحي، یعنوي یوک   

 هدفه بودن و محدودیت های خشک، فایق گردید. 

 از چهار بخش است:  ساختار مدل برنامه ریزی آرماني برگرفته

 متغیرهای تصمیم -

 محدودیت های سیستمي -

 محدودیت های آرماني -

 تابع هدف -

 04[شالوده برنامه ریزی آرمواني بور اسواه سوه مفهوو، اسوت       

 : ]08و

الف( انحراف ها: مقادیری که آرمان هوا از مقودار موورد نظور        

خود، کمتر)یا بیشتر( تحقق یافته اند. که مي توانود محلووب یوا    

 نامحلوب باشد.

ب( اولویت ها و وزن آرمان ها: آرمان ها را در این رویکرد به     

 سه روش مي توان اولویت بندی کرد:

  Ordinal rankingترتیبي  -

 Cardinal ranking اصلي  -

 ترکیبي از دو مورد بالا -

پ( ابعاد اهداف: ابعاد یا مقیواه آرموان هوا ممکون اسوت بوا          

یکدیگر متفاوت باشد. کوه در ایون حالوت بهتورین روش، رتبوه      

 بندی ترتیبي خواهد بود. 

 آرمانیمدل 
در این بخش با  توجه به مووارد بیوان شوده و مسواله مفوروض،      

شنهاد شده است. در دنیوای واقعوي   مدلي آرماني برای مساله پی

 (Rigid)شوورایط و محوودودیت هووا همیشووه خشووک و سووخت  

نیستند به طوری که هیچ گونه  انحرافي از آن ها ممکن نباشد، 

در موارد بسیاری به ویژه زماني که موازنه مجاز باشد، این امکان 

برناموه ریوزی آرمواني در ایون خصووص      وجود خواهود داشوت.   

ضمن آنکه مي تووان چنود آرموان تعیوین و     ، انعحاف پذیر است

  برای آن ها اولویت نیز مشخص نمود.

پایوایي سیسوتم، و    ،در اینجا فرض شده است که اولویت نخست

نخستین هدف  ،هزینه سیستم است، از همین روی ،اولویت دو،

، و انتظوار موورد   پایوایي بورآوردن  بیشینه سازی و در این مساله 

ضمن گردیده است.  فرض ،ه کلهزینهدف بعدی کمینه کردن 

نظر گرفتن مراتب  با دراضافه نمودن متغیرها و پارامترهای زیر، 

ارائوه گردیوده    خلاصوه و  ، مدل پیشنهادی بصوورت زیور  پیشین

 است:
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eRپایایي مورد انتظار برای کل سیستم : 

eCهزینه موردنظر برای کل سیستم : 


2211 ,,, dddd انحراف های مثبت و منفي از آرمان ها : 

  2211 dpdpMinZ  
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

21 , dd  بیشتر محقق یافته، و انحراف های

21 , dd   انحوراف

های کمتر محقق یافته را بیان مي کنند که هر کدا، با توجه به 

تعریف و نوع آرمان مي توانند انحراف های محلوب، و یا انحراف 

در مساله مفروض،  های نامحلوب باشند.

21 , dd   انحراف هوای

نامحلوب هستند، که با توجه به اولویت های فرض شده، در تابع 

 هدف جهت کمینه سازی منظور شده اند.

 جمع بندی

پرداخته شد و به طور خاص بور   پایایي به موضوعدر این نوشته 

روی طراحي بهینه سیستم های پایوایي تمرکوز گردیود و مودل     

بررسي قرار گرفوت.   مساله تخصیص افزونگي یا عضو مازاد مورد

طراحوي  مسواله  برای با رویکرد برنامه ریزی آرماني سپس مدلي 

هموان  به منظور دستیابي به پایایي مورد نظر، پیشنهاد گردیود.  

بیشوینه نموودن و    پایوه  بور نخست  آرمانگونه که مشاهده شد، 

پایوه  بور   دو، آرموان و ار، ظو قابلیت اطمینوان موورد انت  برآوردن 

د. مودل شوامل پونح محودودیت     تعیین شو هزینه کمینه کردن 

است،که دو محودودیت ابتودایي )محودودیت پایوایي و هزینوه(،      

محدودیت های آرماني مدل، و سه محدودیت بعدی )محدودیت 

وزن، حجووم و حووداقل تعووداد زیرسیسووتم(، محوودودیت هووای   

 سیستمي مدل هستند.  
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Abstract: The Lemke-Howson algorithm is an effective method to find at list one Nash Equilibium for

a two-player bimatrix game. Here we want to use Lemke-Howson algorithm to find Nash Equilibrium of

Three-player strategic games. First we change Three-player stratgic game into two-player bimatrix game,

then solve it by the L-H algorithm and perform the program at matlab programming space.

Keywords: Equilibrium, Coalation, Cooperative game, Strategic game.

1 INTRODUCTION

A strategic game consists of: a finit set N (th set

of player), for each player i ∈ N a nonempty set

Ai (th set of actions available to player i), for each

player i ∈ N a preference relation on A = ×j∈NAj

(the prference relation of player i. [2]-[3].

Cooperative games are the games in which play-

ers can cooperate and work in coalations. Per-

forming in coalations make better payoffs for the

persons who work in coalation. A coalation game

with transferabe payoff consists of a function v that

associates with every nonempty subset S of N (a

coalation) a real number v(S) (the worth of S). For

each coaltion S the number v(S) is the total payoff

that is available for division among the members of

S.

Bimatrix game is a game in which there are two

matrices that show th payoffs associated with each

player. For example in a bimatrix game we have

matrices A and B. Each row i of matrix A is asso-

ciated with strategy i of player 1 and eache colomn

j is associated with strategy j of player 2 and is

vice wersa for matrix B.

2 Lemke-Howson algorithm

Input: Nondegenerate bimatrix game with matri-

ces Am×n and Bm×n and an number k ∈ {1, ...,m+

n}. Output: One Nash equilibrium of the game.

Method: Call k missing number. Let (x, y) =

(0, 0) ∈ P ×Q. Drop lable k (from x in P if k ∈ M ,

from y in Q if k ∈ N). That M = {1, 2, ...,m} and

N = {m + 1, ...,m + n} and P = {x ∈ Rm|x ≥
0, Btx ≤ 1} and Q = {y ∈ Rn|Ay ≤ 1, y ≥ 0}.
Loop: Call the new vertex pair (x, y). Let l be the

lable that is picked up. If l = k, terminate with

nash equilibrium (x, y)(rescaled as mixed strategy

pair). Otherwise, drup l in the other polytope and

repeat[1].

∗Corresponding Author
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3 Change three-player strate-

gic game to two-player bi-

matrix game

Suppose that we have a three-player game. At first

we select two players i and j that can be in a coala-

tion. Now we can build matrices A and B. A

for player k and B for the coalation. A is payoff

matrix for player 1 and B represents payoff ma-

trix for the coalation which is obtaind by adding

payoffs of players i and j at each pair of strate-

gis. Now we have bimatrix game and can solve it

by Lemek-Howson algorithm. Recall that we have

3 choices to perform an coalation. We check all

of them and consider the accomplishment of each

choice and their Nash equilibriums. For example

suppose that we have the following game:

N = {1, 2, 3} and S1 = S2 = S3 = {a, b}

player 3 choose strategy a:

1/2 a b

a c1a, c2a, c3a c1a, c2b, c3a

b c1b, c2a, c3a c1b, c2b, c3a

player 3 choose strategy b:

1/2 a b

a d1a, d2a, d3b d1a, d2b, d3b

b d1b, d2a, d3b d1b, d2b, d3b

Half of table:

2/{1,3} (a,a) (a,b)

a c2a, c1a + c3a d2a, d1a + d3b

b c2b, c1a + c3a d2a, d1a + d3b

Half of table:

2/{1,3} (b,a) (b,b)

a c2a, c1b + c3a d2a, d1b + d3b

b c2a, c1b + c3a d2b, d1b + d3b

We have two matrices A and B that A is payoff

matrix of coalation {1, 3} and B is payoff matrix of

player 2.

A=

c1a + c3a d1a + d3b c1b + c3a d1b + d3b

c1a + c3a d1a + d3b c1b + c3a d1b + d3b

c1a + c3a d1a + d3b c1b + c3a d1b + d3b


and:

B =

[
c2a d2a c2a d2a

c2b d2a c2a d2b

]

4 conclusion

We can conclud that n-player games can be reduced

into 2-player games and solve them by Lemke-

Howson algorithm. The main idea is to change

Lemke Howson algorithm in order to solve n-player

games dirrectly instead of changing the model of

game.
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Abstract: Finding the global optimal solution for a general nonlinear optimization problems is a difficult

task except for very small problems. In this paper we identify a class of nonlinear optimization problems called

polynomial optimization problems(PO). A polynomial optimization is an optimization problem with a scalar

polynomial objective function and a set of polynomial constraints. we employ the technique of Groebner

basis (GB) as a useful method for finding optimal solutions in PO problems.To apply GB theory,we need

to consider the Lagrangian problem associated with the original PO and extract the system of nonlinear

equations associated with the first-order Karush-Kuhn-Tucker (KKT). By using Groebner Bases, we can

determine the global minimum of a polynomial program in a reasonable amount of time and memory.

1 INTRODUCTION

Consider the following global (nonlinear) optimiza-

tion problems (CGOP for short)

Gloobalmin f(x) (1)

Subjectto ci(x) = 0 i = 1, ...,m

where f : Rn → R and ci : R
n → R are once con-

tinuously differentiable functions. n is the number

of variables.

Problems of global optimization naturally arise in

many applications, e.g. in the advanced engineer-

ing design, data analysis, financial planning, risk

management, scientific modelling, etc. Most cases

of practical interest are characterized by multiple

local optima and, therefore, in order to find a glob-

ally optimal solution, a global scope search effort

is needed. Generally speaking there are two types

of methods for tackling CGOP problem (1) (for a

general survey see [1]-[2]):

(i) The exact methods include complete enumer-

ative search strategies (applicable to certain

well-structured problems of type (1), such as

the concave programming), homotopy meth-

ods and related approaches, successive ap-
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proximation methods (applicable again to

certain structured global optimization prob-

lems), branch and bound algorithms (appli-

cable to broad classes of problem (1), such

as the concave programming, D.C. program-

ming, Lipschitz optimization, etc.), and oth-

ers.

(ii) The heuristic methods do not offer a guar-

antee of locating the global optimum, but

give satisfactory results for much larger range

of global optimization problems. Recently,

so-called metaheuristics, or frameworks for

building heuristics (originally developed for

solving combinatorial optimization problems)

became popular for solvingGOP as well. Let

us mention some of them. Some of the best

known metaheuristic approaches use differ-

ent techniques in order to avoid entrapments

in pour local minima. The methods of this

type are the simulated annealing, genetic al-

gorithms, tabu search, variable neighborhood

search, etc.

A general nonlinear program is often too complex

for us to find its global solution. In this paper,

we propose a class of nonlinear optimization prob-

lems called polynomial optimization (PO) prob-

lems. A polynomial optimization is a mathemat-

ical optimization with a polynomial scalar objec-

tive function constrained by a polynomial system

of equations.Polynomial programs specialize to lin-

ear programs if both the objective and constraint

set are linear,and specialize to quadratic programs

if the objective is a second-degree polynomial and

the constraint set is linear.

A polynomial program consists of a polynomial ob-

jective function and a set of polynomial constraint

equations.In general,it is not a convex problem due

to the nonlinear terms that may arise in the objec-

tive and/or constraints. In this paper, we assume

that a PO problem is expressed in the following

form.

Gloobalmin f(x) (2)

Subjectto P (x) = 0

where f(:) is a scalar function, and P (x) is

a system of m polynomial equations.

PO have a wide spectrum of applications. Many

examples can be found in [1], [2]. A typical chem-

ical equilibrium system can be modeled by ten to

twenty equations in ten to twenty unknowns. In

robotics, a six-joint robot can involve a polyno-

mial program with eighteen equations in twelve un-

knowns.

In this paper, we propose a systematic procedure

for determining global optimal solutions for PO.

Without loss of generality, we assume that mini-

mal solutions are to be found. We first transform

a polynomial optimization into a Lagrangian prob-

lem. Based on the notion of Groebner basis, we

then reduce the Lagrangian problem to a canoni-

cal form by symbolic substitution and simplifica-

tion. Finally, we use numerical back substitution

to locate all extreme solutions in the reduced La-

grangian problem. The idea in this algorithm is to

preserve all the extrema by maintaining the alge-

braic structure of these extrema while performing

symbolic reduction.To ensure that a global solution

can be obtained, the numerical isolation of global

optimal solution is delayed until the mathematical

form becomes robust enough to tolerate numerical

errors.

2 Global Optimization

In this section we introduce the notion of Groeb-

ner basis as a useful method for finding optimal

solutions in polynomial programming.To apply

Groebner basis theory, we need to consider the

Lagrangian (KKT) problem associated with the

original polynomial program (2).The Lagrangian

for a polynomial program is defined as follows.

L(x, λ) = f(x)− λTP (x) (3)
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where λ is the vector of Lagrange multipliers. Dif-

ferentiating this expression with respect to x and λ,

we obtain the corresponding Lagrangian Problem

that finds x and λ such that

∇L(x, λ) = 0 (4)

The Lagrangian problem gives the first-order neces-

sary condition for optimality. All the global and lo-

cal extrema for the original optimization problems

are solutions to the Lagrangian problem.Hence, if

one can solve the Lagrangian problem and obtain

all its solutions, then obtaining the global minimum

becomes a more manageable task.

The Lagrangian problem associated with a PO con-

sists of a system of polynomial equations. More

often than not, the polynomial system is strongly

coupled in the sense that any solution to the entire

system cannot start with a single equation followed

by back substitution to the others. We need a sys-

tematic procedure to simplify the polynomial sys-

tem so that after simplification we can obtain the

roots without much difficulty.We know that Gaus-

sian elimination serves this purpose for a linear sys-

tem. Buchberger carried this procedure one step

further to extend Gaussian elimination to polyno-

mial systems [3].

2.1 Groebner basis

A Groebner basis for a polynomial system is a

canonical form that represents the original system.

It can be shown that a Groebner basis contains the

same information as the original set of polynomials,

although it may contain more polynomials than the

original set. However, through decoupling proce-

dures, Groebner basis reduces the original problem

to a form that allows us to solve the reduced set of

equations by back substitution, which is extremely

difficult to do in the originalproblem. The following

Theorems shows the main properties of Groebner

Bases.

Theorem 2.1 (Buchbergers Criterion). Let I be a

polynomial ideal. Then a basis G = {g1, , gt} for I

is a Groebner basis for I if and only if for all pairs

i ̸= j , the remainder on division of S(gi, gj) by G

is zero.

Theorem 2.2. Let l be a zero-dimensional ideal

and G be the reduced Groebner basis for l with re-

spect to the lex term arder with x1 < x2 < ... < xn.

Then we can order g1, ..., gn such that g1 contains

only the variable x1, g2 contains only the variables

x1 and x2 and so forth until gn .

2.2 Global Optimization

Global Optimization of Polynomial Programs.

Based on Groebner bases, a global optimization al-

gorithm can be readily constructed as follows.

1. Generate L(x, λ).

2. L(x, λ) = 0using symbolic differentiation to ob-

tain the Lagrangian formulation.

3. . Apply Buchberger’s Algorithm to L(x, λ) = 0.

4. Back-substitute by using a numerical root

finder.

5. Compute f(x) for each set of roots.

6. Sort the values of f(x) obtained in increasing

order.

7. Check the second-order necessary condition un-

til the first minimum is found.

The first three steps need to be carried out by sym-

bolic computation so that the algebraic structure of

the optimization problem is maintained in spite of

the transformations and reductions made.The re-

sulting Groebner basis is much easier to solve than

∇L(x, λ) = 0 because of the minimal degree of cou-

pling achieved. In essence, Groebner basis reduc-

tion produces a triangular form of the system in

which the last equation can be ”trivially ”solved,

and the remainder of the triangular system, itera-

tively processed by ”back-substitution.” Since the

optimality of Lagrangian problems is based on first-

order differential equations, the resulting solution

may contain a mix of minima and maxima, and
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the second-order differential of the Lagrangian con-

dition has to be checked to ensure that the final

extremum obtained is indeed a minimum.

3 Numerical Experiment

In this section, we demonstrate the ability of the

optimization algorithm presented in the last sec-

tion to find global optima for general polynomial

optimization.

Minimize f(x1, x2, x3) = x1x
2
2x3

Subjectto : −6 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

Since there are two equality constraints, two La-

grange multipliers, λ1 and λ2, are introduced to

formulate the Lagrangian problem. To locate all

the extrema, the resulting Lagrangian problem will

involve solving a system of polynomial equations,

∇L(x1, x2, x3, λ1, λ2) = 0 or explicitly expressed as

λ2 + 2λ1x1 + x2
2x3 = 0

λ2 + 2λ1x2 + 2x1x2x3 = 0

−λ2 + x1x
2
2 + 2λ1x3 = 0

−6 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = 0

x1 + x2 + x3 = 0

We use Maple software in order to apply Groebner

basis method to solve this system. We obtain

[x6
3 − 8x4

3 + 19x2
3 − 12,−x5

3 + 2x2x
2
3 + 4x3

3 − 2x2

−3x3, x
2
2 − x2x3 + x2

3 − 3, x1 + x2 − x3,

λ2 + x2, x
4
3 − x2x3 − 4x2

3 + 2λ1 + 3]

Now one can solve equation with only one vari-

able x3 and second equation with two variable

and so on. Thus we have 1,−1,
√
3,−

√
3, 2,−2

as a solution for x3. After a sequence of nu-

merical computations as specified in the global

optimization procedure, we obtain six solutions

to the Lagrangian problem that evaluate f to

{−4.0,−4.0, 0, 0, 2.25, 2.25, 2.25, 2.25}. The mini-

mum of f is simply -4 with (x1, x2, x3) equal to

(−1, 2, 1) or (1,−2,−1).

4 Conclusion

In this paper, we have identified a class of nonlin-

ear constrained optimization problems called poly-

nomial programming problems. This class of prob-

lems can be used to model many real-world ap-

plications as well as theoretically interesting prob-

lems. Based on Lagrange formulations, we propose

a deterministic global optimization procedure for

finding optimal solutions of a polynomial program.

Our algorithm employs both symbolic and numeric

computations; the symbolic part concerns the gen-

eration of Groebner bases as a canonical form for

Lagrange formulations. We find that Groebner

Bases can remove as much coupling as possible in

the Lagrange formulations, resulting a triangular

system of equations that can be solved by numer-

ical back substitution. Finally, we illustrate our

algorithm on a interesting example problem.
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Abstract: Infeasible path following algorithm is one of the best alghorithm for solving semidefinite pro-

gramming (semidefinite programming include linear programming, quadratic programming, second cone

programming and etc.). infeasible path following algorithm is a interior point method but the sequence of

answer is not feasible but this sequence convergence to a (optimal point) feasible point. We know linear

fractional programming can be converted to linear programming. In this paper we convert a linear fractional

programming to linear programming and then use infeasible path following algorithm for solving liear pro-

gramming.

Keywords: Infeasible path following algorithm, linear fractional programming.

1 Introduction

Linear fractional programming is a optimization

problem such that objective function is fractional

that numerator and denominator are linear func-

tions and the constraint of problems are linear so

min
cTx+ c0
dTx+ d0

(LFP )

Ax = b

x ≥ 0

It is easily to show a linear fractional programming

is not convex but is quasi-concave. The below as-

sumption is necessary.

Assumption 1.1. For all feasible points (LFP)

dTx+ d0 > 0.

If for all feasible point dTx + d0 < 0 we

can consider −cT x−c0
−dT x−d0

. There are several equiva-

lent form. one of them is

min α

cTx+ c0 ≤ α(dTx+ d0)

Ax = b

x ≥ 0

This problem is nonlinear programming but by set

α and seeking for feasible solution we have a ap-

proximate of optimal value and then update alpha,

so we have sequence of linear programming.
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Anothe one is

min cT y + tc0

dT y + d0t = 1

Ay = bt

y, t ≥ 0

Theorem 1.2. If (y, t) be a optimal point we have

t > 0 and x = y/t is a feasible point and opimal

point.

Theorem 1.3. Consider below primal and dual

program

min cTx (LP )

Ax = b

x ≥ 0

max bT y (DLP )

AT y + s = c

s ≥ 0

If x∗ be a opimal point for (LP) and (y∗, s∗) be a

optimal point for (DLP) we have xisi = 0.

2 Interior point method

2.1 Simple method

Definition 2.1. (Slater’s condition) We say LP

have slater’s condition iff there exist x such that

Ax = b, x > 0 and there exist a point (y, s) such

that AT y + s = c, s > 0.

This condition is base of majority of inite-

rior point method for solving convex programming.

suppose x0, s0 > 0 and y0 arbitrary (not necessary

feasible point) we are seeking for a (△x,△y,△s)

such that A(x+△x) = b, AT (y+△y)+(s+△s) = c

and x+△x, s+△s ≥ 0. We can first solve

A(x+△x) = b

AT (y +△y) + (s+△s) = c

For solve this problem, all of the equations are lin-

ear but △y△s. Since △y and △s is small first we

solve this problem with assumption △y△s = 0 and

replace △y and △s in equation and solve it. We

find better approximation of △x,△y and △s.

Then find the largest α such that

x+ α△x > 0

s+ α△s > 0

And then update x, y and s

x = x+ α△x

y = y + α△y

s = s+ α△s.

2.2 Centerd interior point algorithm

Theorem 2.2. If LP has slater’s condition then

for all µ > 0 there exist uniqe (x, y, s) such that

Ax = b, x ≥ 0

AT y + s = c, s ≥ 0

xisi = µ.

(x, y, s) is called µ-center. for solve lin-

ear programming similary last section we chose

(x, y, s), set µ = xT s/n(n =dimention of x) then

find (△x,△y,△s) then find α and continue. it

can be proved sequence of µ → 0 and sequence

of (x, y, s) convergence to optimal point.

3 Linear fractional program-

ming and infeasible path fol-

lowing algorithm

Consider

min α

cTx+ c0 ≤ α(dTx+ d0)

Ax = b

x ≥ 0

2
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We can find a feasible point with zero objective

function by infeasible path following algorithm,

suppose that x0 be a feasible point for linear frac-

tional programming and set α = cT x0+c0
dT x0+d0

. Of

course we can do only several iterative of infeasible

path following algorithm and find a point x0 such

that may be not feasible and set α = cTx0+c0
dTx0+d0

. We

should do this proccess for dual program and find

(y0, s0). Note that this process can help us to accel-

erate to get optimal solution. Note that (x0, y0, s0)

is not feasible for main problem and if (x0, y0, s0) is

feasible for main problem this is a solution for main

problem. Now we can start main iteration and find

(△x,△y,△s) and update (x, y, s). Also we can do

similar process for below linear programming for

solve linear fractional programming

min cT y + tc0

dT y + d0t = 1

Ay = bt

y, t ≥ 0

And then set x = y/t.

Remark 3.1. We can solve linear fractional pro-

gramming with standard problem and own dual

by infeasible path following algorithm but translate

into linear programming and useing own dual is

proposed.

Remark 3.2. Having slater’s condition is necces-

sory but is not sufficcient and it can bring a exam-

ple to show this.

4 Example

Consider The following LFP problem

min
x2 + 1

x1 + 3

− x1 + x2 ≤ 1

− x2 ≤ 2

x1 + 2x2 ≤ 7

x1 ≤ 5

x1, x2 ≥ 0

We start by x0 = (1, 1) after three steps we have

x = (1, 2) that is optimal point.
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Abstract: In big M methods we use a big number instead of M. This is a big problem in computer compu-

tation. In this paper we have proposed a method for computer computation. We use a pair number instead

of a big number and explain how to use this in own computation. This method could be used in every

big M method, not necessary for finding feasible basis in linear programming such that linear fractional

programming and problem with absolute value condition and etc.. It should be noted The proposed method

does not increase number of computation.

Keywords: Linear Programming, Big M Method, Linear Fractional Programming, Feasible Base, Absolute

value Problem.

1 Introduction

Consider following linear programming

min cx (1)

s.t. Ax = b

x ≥ 0

Without lose of generally we suppose b ≥ 0. For

finding feasible base we consist following problem

which it is known big M problem

min cx+Mx0 (2)

s.t. Ax+ Ix0 = b

x, x0 ≥ 0

where M is a big number. At first the matrix [AI]

is full rank so it is a Advantage of last problem and

always has a solution x = 0, x0 = b. There are some

theorems about last problem but following theorem

is a important of all.

Theorem 1.1. • If problem 1 has no solution

then optimal value of problem 2 is +∞.

• If problem 1 has a bounded solution then prob-

lem 2 has bounded optimal value with x0 = 0.

Last theorem says solve problem 2 equal

with solve problem 1 but important difficulty in

using big M is Calculation error because sum of a

small number and a big number is big number and

effect of a small number is lost. In additional di-

vide to big number is zero and the others problem

in computer computational.

One of others problem that used big M is following

problem. Consider following problem

min cx (3)

s.t. Ax = b

|qx+ r| ≥ s

x ≥ 0

1
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Problem 3 could be translated to following problem

min cx (4)

s.t. Ax = b

qx+ r ≥ s−Mt

qx+ r ≤ −s+M(1− t)

x ≥ 0, t ∈ {0, 1}

Problem 3 and problem 4 are equivalent.

2 Proposed Method for re-

moving The problem

We propose to use the pair of number [a, b] instead

of a + bMnumber and define [a1, b1] + [a2, b2] =

[a1 + a2, b1 + b2] and the others similarly.

Note that we don’t use a very big number but also

we use a ordered pair and in computer computa-

tional has not effect.

2.1 Compare two number

Suppose we have two numbers, one of them is

c1 = a1 + b1M and the other one c2 = a2 + b2M .

Compare of c1 and c2 is easy, because c1 and c2 are

two real numbers. Now we would like to compare

d1 = [a1, b1] and d2 = [a2, b2]. At first we compare

b1 and b2 if b1 > b2 then d1 > d2 else if b2 > b1

then d2 > d1 but if b1 = b2 then compare a1 and a2

if a1 > a2 then d1 > d2 and if a2 > a1 then d2 > d1

and if a1 = a2, b1 = b2 then d1 = d2.

Remark 2.1. If we have division we can bring sim-

ilarly comparison between two numbers.

2.2 Linear Programming

In linear programming we consider two rows for

objective function which one is a row corresponded

to big M coefficient and the other row is ordinary

number and in every iterative we do everything do

in objective function in ordinary simplex method

with this difference that do in two rows.

Remark 2.2. The number of computer computa-

tional does not increase too much.

3 Example

Consider following example of linear programming

min − x1 − x2

s.t. x1 − x2 − x3 = 1

− x1 + x2 + 2x3 − x4 = 1

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

We add x5 andx6 and draw the simplex table

1 1 0 0 -M -M 0

1 -1 -1 0 1 0 1

-1 1 2 -1 0 1 1

Now we consider new table and we continue

0 0 0 0 -1 -1 2

1 1 0 0 0 0 0

1 -1 -1 0 1 0 1

-1 1 2 -1 0 1 1

1
2 − 1

2 0 −1
2 0 −1

2
3
2

1 1 0 0 0 0 0
1
2 − 1

2 0 −1
2 1 1

2
3
2

−1
2

1
2 1 −1

2 0 1
2

1
2

0 0 0 0 -1 -1 0

0 2 0 1 -2 -1 -3

1 -1 0 -1 2 1 3

0 0 1 -1 1 1 2

This computation have no error in its computation.
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Abstract
A new method for finding the optimal control of linear time invariant singular systems with a quadratic cost
functional using Fourier series is proposed. Properties of Fourier series are first briefly presented and the
operational matrix for integration is utilized to reduce the dynamical equations to a set of simultaneous linear
algebraic equations.
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1. Introduction
For the last four decades, the orthogonal functions
approach has extensively used in obtaining
approximate solutions of problems described by
differential equations such as analysis of linear time
invariant, time varying systems, modal reduction,
optimal control and system identification [1,2]. The
main idea of this technique is that it reduces these
problems to those of solving a system of algebraic
equations and thus it greatly simplifies the problem.
The approach is based on converting the differential
equations into a set of algebraic equations. The state
and/or control involved in the equation are
approximated by finite terms of the orthogonal
series and using an operation matrix of integration
the integral will be eliminated. The form of the
operational matrix of integration depends on the
particular choice of the orthogonal functions like
Walsh function, block-pulse functions, Laguerre
series, Jacobi series, Fourier series [3, 4], Bessel
series, Taylor series, shifted Legendre, Chebyshev
polynomials, and Hermite polynomials. In this
study, we use Fourier series to approximation both
the control and state functions. It offers a different
approach from the standard variational method
[5,6,7,8] and has the advantage of being
computationally attractive. It avoids having the
integral equations, created from variational methods
by reducing the problem to the solution of an
algebraic system of equations, thus providing a
computationally more efficient approach.

*Corresponding author: elec-gp@quchan-
samacollege.ir
Ebrahimi_123ali@yahoo.com

In addition, solving a system of coupled initial-
boundary-value problems, a requirement with the
maximum principle, is avoided. In this paper,
Fourier series is employed to solve the optimal
control of linear singular systems.
The main feature of optimal control problems is to
minimize a given performance index in a given
period of time with the minimum expenditure of
force. The Fourier series integral operational matrix
is utilized to approximate the state variable and each
component of the control. The parameterization
approach uses a finite-term Fourier series with
unknown coefficient, which will be optimally
found. By this, the quadratic optimization problem
is transformed into a mathematical programming
problem with objective of minimizing the unknown
coefficients to give suboptimal solution to the
problem. A necessary condition for optimality of the
unknown coefficients is derived as a system of
linear algebraic equations, and the solutions are
used to   obtain the optimal trajectory of the system.

2. Preliminaries and Problem Statement

2.1 Properties of the Fourier series

Suppose a signal )(tg has finite energy over the

interval ],0[ L . Then )(tg can be represented by a
Fourier series as follows







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2
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2
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ggtg

 (1)

Where the Fourier coefficients ng , *
ng are given by


L

dttg
L

g
0

0 )(
1 (2a)
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We assume that the derivative of )(tg in equation

)1( is described by


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An approximation to )(tf and )(tg are obtained by

keeping those terms in )1( and )3( for which rn1
and discarding others.
This may be written in a compact form as
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The elements of )(t are orthogonal in the

Interval ),0( Lt .  i.e. 





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The integration of vector )(t defined in equation
(6) can be approximation by

 
t

ttdt
0

)()( (7)

Where  is an )12()12(  rr operational matrix
of integration and is defined as.

(8)

The cross-product of two Fourier series vectors is

(9)
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











L

mn

L

mn mn
L

mn
dttdtt

0

**

0
2

0
)()( 

 
L

Ldtt
0

2
0 )(

Where m and n can assume any of the values ,3,2,1
.we can easily obtain
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Where D is a )12()12(  rr matrix. Thus D is a
diagonal matrix and the simple structure of this
matrix plays important role in the direct method for
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3

solving optimal control problem. Further, using
equation (3) we get

 
t

tdtfgtg
0

)()0()(

And from equation (4), (5) and (7), using
),()0( tKg T we have

)()()( tFtKG T 

Where  **
11 0000)0( rrg  thus we get

  TFKG )( (11)

2.2 roblem statement
Consider linear time invariant (LTI) singular system

)()()( tButAxtxE  (12)

0)0( xx  (13)

Where pRx  is the state of the system, zRu  is

the input vector of the system, ppRE  is  assumed
to be singular with 0 rank pE )( ,and A,B are
real constant matrices of appropriate size. The
problem is to find the optimal control )(tu and the

corresponding state trajectory ,0),( Lttx 
satisfying equation (12)-(13) while minimizing the
cost function

 dttRututQxtxLSxLxJ
L

)()()()(
2

1
)()(

2

1
0

   (14)

In equation (14),  denotes transposition, QS , and

R are matrices of appropriate dimensions, S and
Q are symmetric positive semi-definite matrices and

R is a symmetric positive definite matrix.

3. Main result

3.1. Approximation of the singular system
By expanding ),(txP )(tuZ and )(txP in Fourier
series of order r , we determine the following
approximated values, i.e. for ,,3,2,1 pP  and

zZ ,3,2,1 we get
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Where  ,, *
PiPi aa  *, ZiZi bb and  *, PiPi cc are unknowns.
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Using equation (18)-(20) for each pPP ,3,2,1,  the
right-hand side of equation (12) has the form

)()()( tLtW  

By equating the coefficients of the same- order
Fourier series, we obtain for pP ,3,2,1 and

)(   LW (21)
Also, by using equation (11) we get the constraints
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And for ri ,3,2,1 we have
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3.2. The performance index approximation

We now approximate the performance index J by
using Fourier series.
Let
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And define the matrices:


















)(0

0)(
)(ˆ

1
t

t
t ,


















)(0

0)(
)(ˆ

2
t

t
t (27)
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4

Note that , and )(ˆ
1 t and )(ˆ

2 t are matrices of
order 1)12(,1)12(  rZrP and )12(  rPP and

)12(  rZZ respectively. Using equation (15) and
(16) and (25)-(27) the state and control vector can
be expressed as

)(ˆ)( 1 ttx  (28)

)(ˆ)( 2 ttu  (29)

Substituting equation (28) and (29) in equation
(14) we get









 





 








L

L

dttRt

dttQtLSLJ

0

0

)(ˆ)(ˆ
2

1

)(ˆ)(ˆ
2

1
)(ˆ)(ˆ

2

1

(30)

Equation (30) can be computed more efficiently by
using equation (10) and writing J as

   )(
2

1
)(

2

1
)()(

2

1
RDQDSLLJ   (31)

Where  denotes the Kronecker product .

4. Conclusion
The Fourier series and the associated matrix of
integration (operational matrix) are applied to solve
the optimal control of singular systems. The method
is based upon reducing a linear singular quadratic
optimization problem to a set of algebraic equations.
The advantage of using Fourier series as compared
to Laguerre polynomials, shifted Legendre
polynomials and Chebyshev series is that in the
present method the, most of the elements of the

operational matrix given in (8) are zeros, and matrix
D introduced in (10) is a diagonal matrix, hence
making Fourier series computationally very
attractive. As we can see from the tables, it is shown
that with a relatively low r , we have a very
accurate solution.
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هدف تابع چندین با دوسطحͬ مساله بخش رضایت یͷجواب
سطح دو هر در خطͬ کسری

abbasmehr٧٩۵@gmail.com ، اهواز چمران شهید دانشͽاه ، کاربردی ریاضͬ ارشد كارشناسͯ التحصیل فارغ مهربانͬ**، عباس

habibe.sadeghi@scu.ac.ir اهواز، چمران شهید دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͯ هيأت عضو صادقͬ*، حبیبه

ریزی برنامه مساله مقاله، این در باشند. مͬ هدفه چند مسایل حل های ͷتکنی از ͬͺی تعاملͬ های روش چͺیده:
تغییر K.K.Tو شرایط و تیلور سری ͷکم با را، سطح دو هر در خطͬ کسری هدف توابع با هدفه چند سطحͬ دو
سپس، کنیم. مͬ تبدیل ١ و ٠ آمیخته - صحیح خطͬ هدفه چند مساله ͷی به دویی دو های متغیر از استفاده و متغیر
صحیح هدفه چند مساله بخش رضایت جواب ͷی ، جستجو جهت تعریف و مرجع نقطه الͽوریتم از استفاده با

دهیم. مͬ نشان را روش کارایی عددی مثال ͷی ارایه با پایان در آوریم. مͬ بدست را -آمیخته
صحیح-آمیخته. ریزی برنامه تیلور، سری سطحͬ، دو ریزی برنامه ، کسری هدفه چند ریزی برنامه کلیدی: کلمات

ابتکاری.
مͬ سخت غالبا سطحͬ دو ریزی برنامه مسایل حل
کاراتری های روش تا تلاشند در محققان لذا باشد،
برنامه مسایل به آن تبدیل با مسایل، این حل برای را
سال در شͬ” و ”شای دهند. ارایه هدفه چند ریزی
سطحͬ دو مسایل حل برای تعاملͬ روش ͷ١٩٩٧ی
ارایه هدفه چند مساله دو به آن ͷتفکی با هدفه، چند
با سطحͬ چند مسایل حل برای نیز هایی روش دادند.
های روش و فازی مفاهیم اساس بر کسری هدف توابع
حل برای مقاله این در [٣] است. شده ارایه آرمانͬ
سطح، دو هر در کسری هدفه چند سطحͬ دو مساله
به را مساله متغیر، تغییر و تیلور سری از گیری بهره با
برای مرجع نقطه روش و کرده تبدیل خطͬ صورت

بریم. مͬ بͺار مساله حل

مقدمه

بهینه مساله ͷی واقع در سطحͬ چند ریزی برنامه مساله
سطح هر است. متمرکز غیر و مراتبی سلسله سازی
تصمیم هر و گیرنده تصمیم چند دارای تواند مͬ آن
فرم باشد. هدف تابع چندین دارای تواند مͬ گیرنده
و کندلر ” توسط بار اولین ریزی برنامه نوع این ریاضͬ
و مجلات در رسمͬ طور به ١٩٧٨ سال در تونسلͬ”
در موجود کتابهای و مقالات اکثر شد. ارایه مقالات
سطحͬ دو ریزی برنامه مسایل به مربوط موضوع، این
مͬ را دوسطحͬ ریزی برنامه حل روشهای باشد. مͬ
اساس بر الف)روشهای داد: قرار دسته چهار در توان
کان- شرایط اساس بر روشهای ب) رئوس شمارش
د)روشهای فازی مفاهیم اساس بر روشهای ج) تاکر

١
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بار اولین کارایی مفهوم کنیم. مͬ تعریف را پارتو
ارایه ١٨٩۶ سال در پارتو” نام” به شخصͬ توسط

شد.[٧]
باشد. نامغلوب آن معیار بردار که کارا:جوابی جواب
تصمیم انتظار سطح که جوابی بخش: رضایت جواب

سازد. مͬ برآورده را گیرنده
صورت به کسری هدفه چند ریزی برنامه مساله مدل

است: زیر

Max c1x+α1

d1x+β1
= N1(x)

D1(x)

...
Max ckx+αk

dkx+βk
= Nk(x)

Dk(x)

∆ = {s.tAX ≤ b , x ≥ 0 }

(٣)

و I = {i : Ni(x) ≥ 0 ; ∃x ∈ فرض{∆ با
تغییر از استفاده با و Ic = {i : Ni(x) < 0 ; ∀x ∈ ∆}

∇ =
{

1
dix+βi

≥ t ; i ∈ I , −1
cix+αi

≥ t ; i ∈ Ic
}
متغیر

مͬ تبدیل خطͬ هدفه چند مساله ͷی به (٣)را مساله
کنیم.

ریزیدوسطحͬخطͬ برنامه ٣.مساله
هر در هدفکسری توابع با هدفه چند

(MOFBLP) سطح دو

توابع با هدفه چند خطͬ سطحͬ دو مساله کلͬ فرم
مͬ زیر صورت به پایین و بالا سطح در کسری هدف

باشد:

(LFP)ͬخط کسری ریزی برنامه .١

که دارد وجود مسایلͬ خطͬ، غیر مسایل از بعضͬ در
برای است. دیͽر تابع دو از نسبتͬ صورت به هدف تابع
ساعت(بهره نفر به تولید کل نسبت سازی بیشینه مثال
(بازدهͬ) سرمایه به سود نسبت سازی بیشینه یا وری)
کشت(شاخص زیر سطح به مصرفͬ کود نسبت یا
کسری ریزی برنامه مسایل نوع این به که پایداری)،
صورت به خطͬ کسری ریزی برنامه مدل گوییم. مͬ

است: زیر
Max cx+α

dx+β = N(x)
D(x)

s.tAX ≤ b

x ≥ 0

(١)

اختیار را منفͬ و مثبت های مقدار بتواند مخرج اگر
مخرج مساله، شدنͬ ناحیه بودن محدب دلیل به کند،
مͬ سبب این و باشد دارا تواند مͬ نیز را صفر مقدار
بنابراین نباشد، تعریف خوش کسری مساله که شود
نقاط همه برای که کنیم مͬ فرض مقاله این تمامͬ در
و باشد.چارنز مͬ مثبت مقداری همواره مخرج شدنͬ
مساله زیر های متغیر تغییر با ١٩۶٢ سال در کوپر
خواص و کرده تبدیل خطͬ صورت به را کسری(١)

کردند. بیان آن برای کاملͬ و دقیق

1

dx+ β
= t , y = tx (٢)

کسری هدفه چند ریزی ٢.برنامه
(MOLFP)ͬخط

متعدد هدف چند تاثیر تحت واقعͬ مسایل از بسیاری
را هدف توابع ی همه که ای موجه جواب دارند، قرار
همین به ندارد وجود معمولا˟ کند بهینه همزمان بطور
بهین یا کارا های جواب هدفه چند مسایل برای دلیل

٢
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شود: مͬ تعریف زیر صورت به x∗ = (x∗
1, ..., x

∗
n)

f(x1, ...xn) = f(x∗
1, ..., x

∗
n)+

(x1 − x∗
1)

∂f(x∗
1 ,...,x

∗
n)

∂x1
+ ...+ (xn − x∗

n)
∂f(x∗

1 ,...,x
∗
n)

∂xn
+

1
2

(
(x1 − x∗

1)
2 ∂2f(x∗

1 ,...,x
∗
n)

∂2x1
+ ...+ (xn − x∗

n)
2 ∂2f(x∗

1 ,...,x
∗
n)

∂2xn

)
+...

های جواب محاسبه الͽوریتم .٧
توابع با خطͬ سطحͬ دو مساله کارا

سطح دو هر در کسری هدف

را دوم سطح هدف تابع هر جداگانه بطور :(١) گام
سپس و کرده بهینه دوم سطح مساله شدنͬ درفضای
هدف تابع جایͽزین را هدف تابع اول مرتبه تیلور بسط

کنیم. مͬ کسری
صورت به که را دوم سطح هدفه چند مساله :(٢) گام
دار وزن مجموع روش از استفاده ا با شده تبدیل خطͬ

کنیم. مͬ تبدیل هدفه تک مساله ͷی به ،[٧]
مساله تاکر کاروش-کاهن- بهینگͬ شرایط :(٣) گام
های محدودیت به محدودیت صورت به را، دوم سطح

کنیم. مͬ اضافه مساله(۴) اول سطح
باکمͷتغییر را اول هدفکسریسطح توابع :(۴) گام

کنیم. مͬ تبدیل خطͬ صورت به ∇ متغیر
شرایط ،١ و ٠ های متغیر از استفاده با :(۵) گام
محدودیت به را باشند مͬ خطͬ غیر راکه زائد مͺمل
به (۴) مساله بنابراین کنیم[۶]. مͬ تبدیل خطͬ های
تبدیل آمیخته – صحیح هدفه چند مساله ͷی صورت

گردد. مͬ
صحیح هدفه چند مساله بازدهͬ جدول :(۶) گام
z∗ = کنید فرض آوریم.[٧] مͬ بدست را -آمیخته
بهینه مقدار z∗i که باشد، آل ایده نقطه (z∗1 , ..., z

∗
k)

باشد. مͬ تنهایی به i=١…..k، Fiتابع
گیریم مͬ نظر در آل ایده را مرجع نقطه اولین :(٧) گام
بریم. مͬ بͺار آن حل برای را مرجع نقطه الͽوریتم و

maxxF1(x, y) =
c11x+d1

1y+α1

e11x+f1
1 y+β1

= N1(x)
D1(x)

...
maxxFk(x, y) =

c1kx+d1
ky+αk

e1kx+f1
ky+βk

= Nk(x)
Dk(x)

s.t. A1x ≤ b1

maxyf1(x, y) =
c21x+d2

1y+α2
1

e21x+f2
1 y+β2

1
= N2

1(x)
D2

1(x)

...
maxyfl(x, y) =

c2l x+d2
l y+α2

l

e1l x+f1
l y+βl

= N2
l(x)

D2
l(x)

s.t. A2x+B2y ≤ b2

x, y ≥ 0

(۴)

که ایم کرده فرض شود مͬ دیده که همانطور
متغیرهای شامل مساله اول سطح های محدودیت
فرض این باشد. نمͬ y یعنͬ دوم، سطح کنترل تحت
خطͬ سطحͬ دو مساله القایی ناحیه که شود مͬ سبب

[۴] شود. همبند
سطحͬ[۶]: دو ریزی برنامه مسایل خصوصیات برخͬ
محدودیت و هدف توابع کرانداری و پیوستگͬ .١
.٢ کند. نمͬ تضمین مساله برای را جواب وجود ها
مساله .٣ است. نامحدب مساله شدنͬ ناحیه معمولا˟
است. NP − hard مساله ͷی سطحͬ دو ریزی برنامه

تیلور ۶.سری

معرفͬ تیلور بروک توسط ١٧١۵ سال در تیلور بسط
پذیر مشتق نهایت بی توابع تیلور بسط ͷکم با شد.
دارای تابع اگر نوشت. نمایی توابع صورت به را
بسط ای چندجمله درجه آنگاه باشد، بالاتری مشتقات
ما برای را تابع از بهتری تقریب و بالاتر آن تیلور
نقطه حول f(x) تابع تیلور بسط کند. مͬ مشخص

٣

25

25



مساله ،١ و ٠ های متغیر از استفاده و ∇ متغیر تغییر با
بخشͬ رضایت جواب و کرده تبدیل خطͬ بصورت را

آوریم. مͬ بدست آن برای
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هدف تابع مقدار از گیرنده تصمیم اگر : (٨) گام
را جدید مرجع ،نقطه باشد نداشته رضایت ، ام j
آن در که دهیم مͬ ∗zقرار = (z∗1 , ..., z

∗
j + θ, .., z∗k)

روش مرجع نقطه تغییر روش این به باشد. مͬ θ > 0

گویند.[٢] مͬ دار جهت جستجوی
ͷی به که شود مͬ تکرار موقعͬ تا (٨) گام گام(٩):
برسیم. گیرنده تصمیم نظر از بخش رضایت جواب

(MOMILP) افزار نرم از هدفه چند مسایل حل برای
ایم. کرده استفاده

عددی ٨.مثال

هدف تابع دو دارای که را زیر خطͬ سطحͬ دو مساله
بͽیرید: نظر در را باشد مͬ پایین و بالا سطح در کسری

maxx F1(x, y) =
2x−y
x+y+1

maxx F2(x, y) =
−x−2y−3
x+2y+2

s.t

maxyf1(x, y) =
x−y+1
x+y+2

maxyf2(x, y) =
x+y+1
2x+y+3

s.t x+ y ≤ 4

x, y ≥ 0

(۵)

تنهایی به f2, f1 توابع ی بهینه نقاط (0, 4) و (4, نقاط(0
توابع تیلور بسط نوشتن با باشد. مͬ دوم سطح برای
w1 = انتخاب و بهینه نقاط ،حول دوم سطح هدف
دوم، سطح مساله K.K.T شرایط افزودن و w2 = 1

2

اول، سطح های محدودیت به محدودیت صورت به
زیر صورت به هدفه دو مساله، ͷی صوت به مساله

شود: مͬ تبدیل
maxx F1(x, y) =

2x−y
x+y+1

maxx F2(x, y) =
−x−2y−3
x+2y+2

s.t , λ ≥ −0.132

λ(x+ y − 4) = 0 ,

y(λ+ 0.132) = 0 , x, y, λ ≥ 0

۴
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جدا کره ابر از استفاده با ها داده جداسازی برای نوین روشͬ
کننده

sketabchi@guilan.ac.ir گیلان، دانشͽاه کاربردی، گروه ریاضͬ علمͬ هيأت عضو ، کتابچͬ سعید
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razzaghi.mohamad@gmail.com گیلان، دانشͽاه کاربردی، ریاضͬ دکتری دانشجوی رزاقͬ، محمد

ارائه جداکننده کره ابر از استفاده با جداسازی پایه بر ها داده جداسازی برای جدید روشͬ مقاله این در چͺیده:
باشد. مͬ مساله بودن نامحدب از رهایی برای جداکننده کره ابر مساله قیود سازی خطͬ اینجا در اصلͬ ایده میͺنیم.
استاندارد های داده از استفاده با شده ذکر روش کارایی است. شده استفاده متلب افزار نرم از مساله این حل برای

است. گردیده ارائه جدول قالب در نتایج و شده داده نشان UCI
غیرخطͬ. ریزی برنامه جداکننده، ابرکره پشتیبان، بردار ماشین جداسازی، کلیدی: کلمات

است. برخوردار بیشتری بسیار سرعت و دقت از شود
جداکننده صفحه ابر با جداسازی مانند زیادی روشهای
ماشین دوتایی، جداسازی برای حاشیه۴ بیشترین با
و دوتایی۶ جداکننده کره ابر ، دوتایی۵ پشتیبان بردار
های ایده از استفاده با اینجا در اند. شده مطرح ...
کره ابر و دوتایی پشتیبان بردار روشهای در شده مطرح
کره ابر مساله که نقایصͬ همچنین و دوتایی جداکننده
ها داده جداسازی برای مدلͬ دارد دوتایی جداکننده
عملͺرد و کارایی عددی نتایج بخش در و کرده ارائه

کنیم. مͬ بررسͬ را مقاله این در شده ارائه مساله

مقدمه

توجه مورد بسیار اخیر سالهای در ١ ها داده جداسازی
به توان مͬ آن کاربردهای جمله از است. گرفته قرار
و چهره و صدا تشخیص حروف، و اعداد شناسایی
[١] نمود اشاره ... و بیماری تشخیص خط، دست
ماشین ‐که ها داده جداسازی در ایده اولین .[٢] و
گردید ارائه ٣ ͷواپنی توسط شد‐ نامیده پشتیبان٢ بردار
جمله (از دیͽری روشهای با مقایسه در .[۴] و [٣]
مͬ گرفته کار به جداسازی برای که عصبی) های شبͺه

Classification١

Machine Vector Support٢
Vapnik٣

Margin Maximum۴

Machine Vector Support Twin۵

(THSVM) Machine Vector Support Hypersphere Twin۶

١

27

27



گردد. مͬ بندی فرمول زیر صورت به دوتایی

min ۱
۲
∥∥Aw(۱) + eb(۱)

∥∥۲ + c۱eT ξ(۱) (٢)

s.t. −
(
Bw(۱) + eb(۱)

)
≥ e− ξ(۱),

ξ(۱) ≥ ۰e.

min ۱
۲
∥∥Bw(۲) + eb(۲)

∥∥۲ + c۲eT ξ(۲) (٣)

s.t.
(
Aw(۲) + eb(۲)

)
≥ e− ξ(۲),

ξ(۲) ≥ ۰e.

مساله در باشد. مͬ ͷی عناصر با برداری e آن در که
داده کننده بیان B و A های ماتریس (٣) و (٢) های
و c۱ همچنین باشند. مͬ ١‐ و ١+ کلاس دو های
فوق های مساله برای جریمه های پارامتر ترتیب به c۲

هستند.
xTw(۱) + های صفحه ابر فوق مساله دو حل با
جدا برای xTw(۲) + b(۲) = ۰ و b(۱) = ۰
[۵] آیند. مͬ بدست مفروض های داده سازی

دوتایی پشتیبان بردار ماشین هندسͬ تعبیر

جداکننده کره ابر

سازی جدا برای اخیر سالهای در که هایی ایده  از ͬͺی
استفاده با ها داده جداسازی است شده مطرح ها داده
دنبال به دیدگاه این در باشد. مͬ کننده جدا کره ابر از
ها داده تمام که هستیم شعاع کمترین با ای ابرکره یافتن
جداکننده ابرکره بندی مدل دهد. قرار پوشش تحت را

(SVM) پشتیبان بردار ماشین

بردار ماشین از استفاده با ها داده سازی جدا مساله
{(x۱, y۱) , ... , (xn, yn)} های داده به توجه با پشتیبان
صورت به i = ۱, ..., n برای yi = +۱ or −۱ آن در که

گردد: مͬ بندی فرمول زیر

min
۱
۲wTw + C

n∑
i=۱

ξi (١)

s.t. yi
(
wTxi + b

)
≥ ۱− ξi,

ξi ≥ ۰, i = ۱, ... , n.

مͬ ها داده کنترل برای جریمه پارامتر C آن در که
،b اسͺالر و w بردار تعیین و (١) مساله حل با باشد.
جداسازی برای را wTx+ b = ۰ جداکننده صفحه ابر

و[٣] [۴] آوریم. مͬ بدست ها داده

پشتیبان بردار ماشین هندسͬ تعبیر

دوتایی پشتیبان بردار ماشین

برای کننده جدا صفحه ابر یافتن جای به روش این در
حل با را موازی غیر صفحه ابر دو نظر، مورد های داده
ها داده فاصله و یافته محدب ریزی برنامه مساله دو
قرار روش این بندی کلاس ملاک را ها صفحه ابر با
پشتیبان بردار ماشین ریزی برنامه های مساله دهیم. مͬ

٢
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min
۱
۲

∑
i∈I۲

∥xi − c۲∥۲ − v۲R
۲
۲ + C۲

∑
j∈I۱

ξi (٧)

s.t. ∥xi − c۲∥۲ ≥ R۲ − ξi, ξi ≥ ۰, i ∈ I۱.

ترتیب به c۲, c۱ نظر، مورد های داده ها xi آن در که
مͬ آمده بدست های کره های شعاع R۲ , R۱ و مرکز
گرفته نظر در خطای پارامتر C۲, C۱ همچنین باشند.

باشند.[١٠] مͬ فوق مسایل در ها داده برای
وضوح به و مساله قیود هسین و هدف تابع به توجه با
مسائلͬ بالا در شده ذکر های مساله که یابیم مͬ در
جمله از مقالات از بسیاری در باشند. نمͬ محدب
مساله بودن نامحدب گرفتن نظر در بدون [١١] و [١٠]
KKT شرایط نوشتن و دوگان مساله سراغ به اولیه
جواب روی از اشتباه به را اولیه مساله جواب و رفته
به مشͺلات رفع برای آورند. مͬ بدست دوگان مساله
کنیم. مͬ ارائه ادامه در را کارآمد روشͬ آمده وجود

دوتایی جداکننده کره ابر هندسͬ تعبیر

کننده جدا کره ابر مساله سازی خطͬ
برنامه مساله به آن تبدیل و دوتایی

خطͬ ریزی

ͷی ، (٧) و (۶) مسایل بودن نامحدب به توجه با
خطͬ فرم که قیود همچنین و هدف تابع از تقریب

باشد: مͬ زیر صورت به

min R۲ (۴)

s.t. ∥xi − c∥۲ ≤ R۲,

∀i = ۱, ..., n.

مرکز c و شعاع R مفروض، های داده ها xi آن در که
ها داده است ممͺن کلͬ حالت در باشند. مͬ ابرکره
که ای کره ابر لذا و باشند برخوردار پراکندگͬ ͷی از
صرفه به مقرون است ممͺن گیرد بر در را ها داده تمام
که هایی داده مشͺل این بر شدن چیره برای لذا و نباشد
پارامتر ͷی از استفاده با را هستند ها داده بقیه از دور
خطا پارامتر این دهیم. مͬ قرار کره ابر داخل خطایی
ها، داده کل مجموع در که شوند مͬ انتخاب طوری
این در بندی مدل رساند. مͬ خود مینیمم به را خطا

شود: مͬ تبدیل زیر فرم به حالت

min
R, c, ξ

R۲ + C

n∑
i=۱

ξi (۵)

s.t.∥xi − c∥۲ ≤ R۲ + ξi,

ξi ≥ ۰, ∀i = ۱, ..., n.

باشد.[٩] مͬ نامحدب (۵) مساله که داریم توجه

دوتایی جداکننده کره ابر

در که دوتایی پشتیبان بردار ماشین ایده از استفاده با
که ای ابرکره یافتن مساله شد، بیان قبل های بخش
داده و داشته نگه خود در را اول مجموعه های داده
و دهد مͬ قرار خود از خارج را دوم مجموعه های
ابر آن به که شود مͬ بندی مدل زیر صورت به بالعکس

شود: مͬ گفته (THSVM) دوتایی جداکننده کره

min
۱
۲

∑
i∈I۱

∥xi − c۱∥۲ − v۱R
۲
۱ + C۱

∑
j∈I۲

ξj (۶)

s.t. ∥xj − c۱∥۲ ≥ R۱ − ξj ,

ξj ≥ ۰, j ∈ I۲.

٣

29

29



Datas Size Accuracy (٪) Time (s)

Haberman 306×3 73.53 0.52

Spect 237×22 58.8 0.51

German 1000×24 70 1.21

housevotes84 435 ×16 89.42 0.54

Diagnosis 100×9 85 0.44

ionosphere 351×34 66.95 0.69

زمان و آزمایش مورد های داده بالای دقت به توجه با
است، شده ذکر فوق جدول در که آن پایین اجرای
شود. مͬ تایید مقاله این در شده ارائه روش کارآمدی

نظر در را باشد مͬ مذکور مسایل های قید شده سازی
زیر فرم به (٧) و (۶) مسایل نهایت در گیریم. مͬ

گردند: مͬ تبدیل

min
۱
۲

∑
i∈I۱

∥xi − c۱∥۲ − v۱R۱ + C۱
∑
j∈I۲

ξj

s.t. ∥xj∥۲ − ۲xT
j c۱ ≥ R۱ − ξj , (٨)

ξj ≥ ۰, j ∈ I۲.

min
۱
۲

∑
i∈I۲

∥xi − c۲∥۲ − v۲R۲ + C۲
∑
j∈I۱

ξi

s.t. ∥xi∥۲ − ۲xT
i c۲ ≥ R۲ − ξi, (٩)

ξi ≥ ۰, i ∈ I۱.

برنامه مسایل فوق مسایل که یابیم مͬ در (٩) و (٨) از
آنها حل برای و باشند مͬ خطͬ قیود با دو درجه ریزی
نرم در سازی بهینه بخش به مربوط Quadprog جعبه از
نتایج بعدی بخش در کنیم. مͬ استفاده متلب٧ افزار
مͬ بررسͬ را روش کارایی و ارائه جدولͬ در را عددی

نماییم.

عددی نتایج

با را شده ارایه روش سرعت و دقت بخش این در
مͬ بررسͬ است شده استخراج [۶] از که هایی داده
و ٢٠١۴a متلب برنامه از محاسبات انجام برای کنیم.
استفاده رم گیͽابایت ٨ و Corei۵ پردازنده با سیستمͬ
بسنجیم را شده بیان روش دقت اینکه برای است. شده
انتخاب را ها داده از درصد ٢٠ تصادفͬ صورت به
و اعمال ها داده کل برای مرتبه ۵ را عمل این و کرده
مͬ بیان دقت درصد عنوان به را آنها میانگین انتها در
نمایش به آمده بدست عددی نتایج زیر جدول در کنیم.

است. آمده در
MATLAB٧

۴
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Abstract: In real-life applications of data envelopment analysis (DEA) models, considering weight re-

strictions are necessary to prevent ignored or overestimated inputs and outputs in performance evaluation

process. Also it is required to consider the viewpoints of decision maker (DM) about the weights of inputs

and outputs. In addition, in some cases, DM needs to determine the most efficient decision making unit

(DMU). For these purposes, here we propose a new mixed integer linear DEA model to find the most efficient

DMU in presence of weight restrictions. The proposed model solves just one model to find the best DMU.

The application of the model is indicated by using a real data set of 18 suppliers. The results are compared

with standard DEA model (CCR model).

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), weight restrictions, efficiency measure, most efficient

DMUs, supplier selection.

1 INTRODUCTION

Data envelopment analysis (DEA), introduced by

Charnes, Cooper, and Rhodes [1], is a mathemati-

cal programming to measure the relative efficiency

of a set of decision making units (DMUs). In clas-

sical DEA models, the weights of criteria are free,

so some inputs and outputs can be overestimated

or ignored in performance evaluation process. Also

the viewpoint of decision maker about the impor-

tance of criteria is not considered. To overcome

these drawbacks different types of weight restric-

tions have been proposed. The most popular type

is linear constraints, which can be categorized into

assurance regions type 1 (ARI) and type 2 (ARII)

and absolute weight restrictions. By using the ab-

solute weight restrictions and ARII, some prob-

lems such as infeasibility and underestimate the ef-

ficiency may be occurs [2]. In 2010, Khalili et al.

[3] proposed a nonlinear programming to overcome

these drawbacks. In presence of ARI, none of the

mentioned problems occurs, so this type of weight

restriction has been used extensively in real-life ap-

plications of DEA [3]. It should be noted that the

complete flexibility in the selection of weights is sig-

nificant in the identification of inefficient DMUs.

CCR model effectively divides DMUs into

two groups: efficient DMUs and inefficient

∗Corresponding Author
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DMUs.The efficient DMUs do not necessarily have

the equivalent performance in real practices. In the

real-world applications, it is necessary to rank all

DMUs, or find the most efficient DMU. For this

purpose, different approaches have been proposed.

Cross efficiency [4] and super efficiency [5] are some

examples of these approaches. These approaches

solve at least one model for each DMU, however

some researchers proposed various models to de-

termine the most efficient DMU by solving just one

model. The interest readers can refer to [6, 7, 8],

for more study about these models. To the best of

our knowledge, all of these models have a limit in

considering weight restrictions. As explained, con-

sidering weight restrictions are necessary in real-

world applications of DEA model. Based on this

lack, in the next section we developed a new model

to fill this gap and enhance the area of finding the

most efficient DMU models.

2 A new model to find the

most efficient DMU

Utilizing weight restrictions in DEA is an appropri-

ate way to prevent the DMUs to overestimate or ig-

nore some outputs and inputs in the measurement

of relative efficiency. As explained in section 1, by

using ARI type of weight restrictions, no problem

occur. Therfore , in this paper we will use the ARI

in our approach. Our proposed model to find the

most efficient DMU in presence of weight restric-

tions is formulated as follows:

Min d=
∑k

j=1 dj

s.t.∑m
r=1 uryrj −

∑n
i=1 vixij + dj = 0; j=1,· · · , k∑k

j=1 θj = k − 1

dj ≤ Mθj j=1,· · · , k
θj ≤ Ndj j=1,· · · , k
θj ∈ {0, 1}, dj ≥ 0 j=1,· · · , k
α−
i ≤ vi

vi−1
≤ α+

i i=2,3,· · · , n
β−
r ≤ ur

ur−1
≤ β+

r r=2,3,· · · ,m
ur, vi ≥ ϵ r=1,2,· · · ,m

i=1,2,· · · , n
(1)

Where, xij is the amount of ith input con-

sumed by DMUj , yrj is the amount of rth out-

put produced by DMUj(j = 1, 2, · · · , k; r =

1, 2, · · · ,m; i = 1, 2, · · · , n), dj represents the devi-
ation variable of DMUj from the efficiency. M and

N are large positive numbers ,α−
i , α

+
i , β

−
r , β+

r are

real positive numbers and ϵ is the maximum non-

Archimedean. This model minimizes the sum of

deviation variables. Theorem 2.1 proves that solv-

ing model (1) gives a single most efficient DMU .

Theorem 2.1. Model (1) gives a single most CCR-

efficient DMU.

Proof. According to the CCR-efficiency definition

in the literature of DEA, DMUp is a CCR-efficient

if and only if there exists at least a common set

of optimal weights u∗ > 0, v∗ > 0 , such that∑m
r=1 u

∗
ryrp −

∑n
i=1 v

∗
i xrp ≥ 0 and

∑m
r=1 u

∗
ryrj −∑n

i=1 v
∗
i xij ≤ 0,∀j ̸= p . Obviously, in the optimal

solution of model (1) for only one p ∈ {1, 2, · · · , k}
we have d∗p = 0 and d∗j ̸= 0, ∀j ̸= p . In the

other words, this model finds a common set of pos-

itive optimal weights u∗ = (u∗
1, u

∗
2, · · · , u∗

m) and

v∗ = (v∗1 , v
∗
2 , · · · , v∗n) such that the efficiency score

of DMUp is equal to one and the efficiency score of

other DMUs are less than one.
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3 Numerical illustration

In this section a real data set of 18 suppliers are

used to illustrate the capability and usefulness of

the proposed approach. The data set for this ex-

ample is partially taken from [9] and contains spec-

ifications on 18 suppliers. The supplier inputs con-

sidered are Total Cost of shipments (TC) and Num-

ber of Shipments per month (NS). The outputs uti-

lized in the study are Number of shipments to ar-

rive On Time (NOT) and Number of Bill received

from the supplier without errors (NB). Suppose the

viewpoint of DM about the weights of criteria is as

follows:

2 ≤ v1
v2

≤ 3 & 3 ≤ u1

u2
≤ 4

To find the best supplier, first we used the CCR

model with the above weight restrictions and solved

18 models to calculate the efficiency scores of 18

suppliers (ϵ = 0.001 ). The result is given in the

last column of table 1. As result shows, supplier 3

is the single most efficient DMU. Solving model (1)

by considering N = 100,M = 100, and ϵ = 0.001

gives the following result:

d∗3 = 0, d∗j > 0, ∀j ̸= 3 & d∗ = 3.158

As proved in Theorem 2.1, this solution implies

that supplier 3 is the best among 18 suppliers. As it

can be seen, our proposed approach solves just one

model to find the best DMU, where CCR model

solves 18 models to obtain this result.

Table1:Related attributes and efficiency scoreof 18 suppliers

Supplier Out Out In In Efficiency

No put 1 put 2 put 1 put 2 score

DMU y1j y2j X1i X2i

1 90 187 197 253 0.823

2 130 194 198 268 0.851

3 200 220 229 259 1

4 100 160 169 180 0.972

5 173 204 212 257 0.942

6 170 192 197 248 0.936

7 60 194 209 272 0.758

8 145 195 203 330 0.735

9 150 200 208 327 0.756

10 90 171 203 330 0.607

11 100 174 207 321 0.638

12 200 209 234 329 0.805

13 163 165 173 281 0.778

14 170 199 203 309 0.812

15 185 188 193 291 0.839

16 85 168 177 334 0.607

17 130 177 185 249 0.849

18 160 167 176 216 0.944

4 Conclusion

In this paper a new mixed integer linear DEA

model has been proposed to find the most efficient

DMU in presence of weight restrictions. It is math-

ematically proved that the proposed model iden-

tifies a single most efficient DMU by solving just

one model. The capability and usefulness of the

proposed approach is indicated by finding the best

supplier among 18 suppliers. It was shown that,

our proposed approach solve just one model to find

the best supplier. In CCR model, we need to solve

at least 18 models to obtain this result.

References

[1] Charnes A., Cooper WW, Rhodes E (1978)

Measuring the efficiency of decision making

units, European Journal of Operational Re-

search. 2 (6): 428 − 444.

[2] Allen R, Athanassopoulos A, Dyson RG,

Thanassoulis E (1997) Weights restrictions and

value judgments in data envelopment analysis:

evolution, development and future directions.

Annals of Operations Research. 73: 13 − 34.

3

34

34



[3] Khalili et al. (2010) An improvement on the

Tracy and Chen model A generalized model for

weight restrictions in DEA. Journal of the Oper-

ational Research Society. 61: 1789 −1793.

[4] Sexton T. R., SilkmanRH, Hogan AJ (1986)

Data envelopment analysis: critique and exten-

sions, in: R.H. Silkman (Ed.), Measuring Ef-

ficiency: An Assessment of Data Envelopment

Analysis, Jossey-Bass, San Francisco, CA, pp.

73−105.

[5] Andersen P., Petersen NC (1993) A procedure

for ranking efficient units in data envelopment

analysis. Management Science. 39: 1261−1294.

[6] Foroughi A. A. (2013)A revised and generalized

model with improved discrimination for finding

most efficient DMUs in DEA. Applied Mathe-

matical Modelling 37: 4067−4074.

[7] Toloo M., (2014) An Epsilon-free Approach for

Finding the Most Efficient Unit in DEA. Applied

Mathematical Modelling.

[8] Toloo M., (2014) The role of non-Archimedean

epsilon in finding the most efficient unit: with

an application of professional tennis players. Ap-

plied Mathematical Modelling.

[9] Talluri S., Baker RC (2002)A multi-phase

mathematical programming approach for effec-

tive supply chain design. European Journal of

Operational Research 141 (3): 544−558.

4

35

35



پارامترهای با خطͬ ریزی برنامه مسائل حل برای نو روشͬ
ای بازه تصادفͬ

ziba.arjmandzadeh@gmail.com سمنان، دانشͽاه �ریاضͬ، گروه دکترا دانشجوی ، ارجمندزاده* زیبا

msafi@profs.semnan.ac.ir سمنان، دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͬ هيأت عضو ، صافͬ محمدرضا

صورت به مساله پارامترهای که حالتͬ در را ریاضͬ ریزی برنامه مسایل از جدیدی رده ابتدا مقاله این در چͺیده:
هستند مساله پارامترهای در ابهام متفاوت نوع دو شامل مسایل این کنیم. مͬ معرفͬ هستند ای بازه تصادفͬ متغیرهای
استفاده تصادفͬ مسایل برای ریاضͬ امید روش از مسایل این حل برای بودن. تصادفͬ و بودن ای بازه از عبارتند که
روش از استفاده با بودن ای بازه حالت از را مساله پارامترهای ابتدا که است صورت این به نظر مورد روش کنیم. مͬ
تصادفͬ مساله نهایت در آید. مͬ در تصادفͬ فقط مساله ͷی فرم به نظر مورد مساله کنیم. مͬ خارج موجود های

کنیم. مͬ حل ریاضͬ امید مدل ͷکم به را نهایͬ
احتمال. توزیع تابع ریاضͬ، امید تصادفͬ، متغیر ای، بازه تصادفͬ ریزی برنامه کلیدی: کلمات

محاسبات زمینه در را ای گسترده مطالعات مور آقای
.[5], [4], دادند[3] انجام ای بازه

با مسایل از جدیدتری رده داریم تصمیم مقاله این در ما
ابتدا منظور این برای کنیم. بررسͬ را مبهم پارامترهای
ریزی برنامه مسایل عنوان تحت را مسایل از رده این
و کرده معرفͬ کامل طور به ای، بازه تصادفͬ خطͬ
ارائه مسایل این برای ریاضͬ امید بر مبتنͬ حلͬ روش

دهیم.

اولیه مفاهیم

به را نیاز مورد اولیه تعاریف از بعضͬ بخش این در
کنیم: مͬ بیان اختصار

ͷی ای نمونه فضای Ω کنید فرض تصادفͬ: متغیر
که است تابعͬ تصادفͬ، متغیر باشد. تصادفͬ آزمایش

دهد. مͬ نسبت را حقیقͬ عددی Ω از عضو هر به
ͷی Ψ کنید فرض تصادفͬ: متغیر ͷی احتمال توزیع
که است تابعͬ آن احتمال توزیع باشد. تصادفͬ متغیر

مقدمه

فرمول خطͬ، ریزی برنامه سازی مدل مراحل از ͬͺی
و ها داده آوری جمع آن از بخشͬ که است مساله بندی
مسائل پیچیدگͬ دلیل به باشد. مͬ آن تفصیلͬ مطالعه
چشم به ها داده آوری جمع در مشͺلاتͬ واقعͬ، جهان
بررسͬ برای متعددی های شاخه رو این از خورد. مͬ
ها شاخه این مهمترین اند. شده ایجاد مسائل گونه این
و تصادفͬ ریزی برنامه فازی، ریزی برنامه از: عبارتند
در هدف ها شاخه این تمامͬ در ای. بازه ریزی برنامه
در غیرقطعͬ پارامترهای اثر داشتن ملحوظ ریزی برنامه

شود. مͬ ساخته که است مدلͬ جواب با رابطه
قطعͬ غیر مسائل حل و سازی مدل زمینه در تاکنون
و آلفلد مثال برای است. شده انجام بسیاری مطالعات
های مدل زمینه در را ای گسترده مطالعات [1] هرزبرگر
[2] والیس و کل پیتر همچنین اند. داده انجام ای بازه
تصادفͬ، ریزی برنامه عنوان با کتابͬ در ١٩٩۴ سال در
های روش و پرداخته تصادفͬ های مدل بررسͬ به
همچنین دادند. ارائه ها مدل این حل برای را گوناگونͬ
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شود: مͬ

min f(x) = ĉ1x1 + ĉ2x2 + ...+ ĉnxn

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

s.t. a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≥ b2

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm

تصادفͬ متغیرهای هدف تابع پارامترهای فوق مساله در
دیده مساله صورت در که همانطور هستند. ای بازه
برای نماد∧ از و بودن ای بازه برای - نماد از شود مͬ
یعنͬ شود. مͬ استفاده بودن تصادفͬ فاکتور دادن نشان

داریم:

ĉi = [ĉi
l, ĉi

u]

همواره و هستند پذیر اندازه توابعͬ ĉiu ĉilو آن در که
.ĉi
l ≤ ĉi

u داریم
مقدار هدف، تابع پارامترهای بودن ای بازه دلیل به
کران آید. بدستمͬ صورتیͷبازه هدفبه تابع بهینه
با را بهینه بازه پائین کران و f با را بهینه بازه برای بالا

دهیم. مͬ نشان f
بازه ریزی برنامه مساله هر برای : (V ajda, 1961) قضیه

است: برقرار زیر رابطه ای

f = mincTx subject to Ax ≤ b, x ≥ 0,

f = maxcTx subject to Ax ≤ b, x ≥ 0

مقدار پائین و بالا های کران فوق قضیه از استفاده با
ای بازه تصادفͬ خطͬ ریزی برنامه مساله برای را بهینه

آوریم: مͬ بدست زیر صورت به

f(x) = min ĉ1
lx1 + ĉ2

lx2 + ...+ ĉn
lxn

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

s.t. a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≥ b2

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm

مͬ بدست زیر صورت به بهینه بازه برای بالا کران و

که طوری به دهیم مͬ نمایش f با

f : R 7−→ [0, 1]

 f(ψ) = P (Ψ−1(ψ)) ∀ψ ∈ R( گسسته )

f(A) =
∫
A
fΨ(ψ)dψ ∀A ⊆ R( پیوسته )

متغیر ͷی Ψ کنید فرض تصادفͬ: متغیر ریاضͬ امید
توزیع مقدار f(ψ) و باشد پیوسته) ) گسسته تصادفͬ
این در باشد ψ ازای به آن احتمال) (چͽالͬ احتمال
شود: مͬ تعریف زیر صورت به آن ریاضͬ امید صورت

E(Ψ) =


∑
ψ∈Ψ(Ω) ψf(ψ) است گسسته ξ∫∞
−∞ ψf(ψ)dψ است پیوسته ξ

برای میانͽین) یا انتظار مورد (مقدار ریاضͬ امید
مͬ کار به تصادفͬ متغیر ͷی مرکزی تمایل توصیف

رود.
ای بازه متغیر ͷی کلͬ حالت در ای: بازه متغیرهای

شود: مͬ تعریف زیر صورت به مقدار حقیقͬ

Interval := [x] = [xl, xu] = {x : xl ≤ x ≤ xu}.

f l : T −→ R و T ⊆ R کنید فرض ای: بازه تابع
در که باشند مقدار حقیقͬ تابع دو fu : T −→ R و
کنند. مͬ صدق ، x ∈ T هر برای f l(x) ≤ fu(x) شرط
f(t) = صورت به f : T −→ IR ای بازه تابع ͷی
از مختلفͬ عملͽرهای شود. مͬ تعریف [f l(t), fu(t)]
را ... و گیری مشتق گیری، انتͽرال عملͽرهای جمله

کرد. تعریف ای بازه توابع روی توان مͬ
باشد. احتمال فضای ͷی (Ω,Υ, P ) کنید فرض
جفت ͷی توسط که است تابعͬ [ξ] تصادفͬ بازه ͷی
مͬ مشخص ξl, ξu : Ω −→ R پذیر اندازه −ξ توابع از

جا). همه (تقریبا ξl ≤ ξu داریم آن در که شود

با خطͬ ریزی برنامه مساله
ای بازه تصادفͬ پارامترهای

هدف تابع پارامترهای با خطͬ ریزی برنامه مساله ͷی
تعریف زیر صورت به کلͬ حالت در ای، بازه تصادفͬ

٢
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با خطͬ ریزی برنامه مساله ͷی بوضوح فوق مساله
از را آن توان مͬ براحتͬ که است قطعͬ پارامترهای
بازه بنابراین کرد. حل سیمپلͺس همچون هایͬ روش
مͬ بدست زیر صورت به بهینه بازه عنوان به پیشنهادی

آید:

f∗ = [E(f)∗, E(f)∗]

نتایج

با خطͬ ریزی برنامه مسائل ار جدیدی رده مقاله این در
مسایل این دادیم. قرار بررسͬ مورد را مبهم پارامترهای
تصادفͬ ای بازه متغیرهای صورت به پارامترهایͬ شامل
دارند. صنعت و علوم در زیادی کاربردهای که هستند
ای بازه های روش از ͬͺی با ابتدا مسائل این حل برای
تصادفͬ مدل و کرده ابهام رفع را بودن ای بازه حالت

کردیم. حل ریاضͬ امید روش با را حاصل
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آید:

f(x) = max ĉ1
ux1 + ĉ2

ux2 + ...+ ĉn
uxn

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

s.t. a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≥ b2

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm

خطͬ ریزی برنامه مسایل فوق مساله هردو بوضوح
متغیرهای هدف تابع ضرایب ها آن در که هستند
امید روش از فوق مسایل حل برای باشند. مͬ تصادفͬ
تابع کردن بهینه بجای یعنͬ کنیم مͬ استفاده ریاضͬ
هدف توابع ریاضͬ امید تصادفͬ، پارامترهای با هدف
خطͬ تابع ͷی ریاضͬ امید که آنجا از کنیم. مͬ بهینه را

آورد: بدست را زیر نتایج توان مͬ است

E(f)(x) = min E(ĉ1
l)x1 + E(ĉ2

l)x2 + ...+ E(ĉn
l)xn

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

s.t. a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≥ b2

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm

و

E(f)(x) = max E(ĉ1
u)x1 + E(ĉ2

u)x2 + ...+ E(ĉn
u)xn

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn ≥ b1

s.t. a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn ≥ b2

...
am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn ≥ bm
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Abstract: We propose a dynamic DEA model involving network structure in each period for fuzzy data

within the framework of a slacks-based measure approach. In this paper we deal with multiple divisions

connected by links of network structure with in each period for fuzzy data. This model compute, the

overall efficiency over the entire observed period, dynamic change of period efficiency and dynamic change

of divisional efficiency. The model can be implemented in input-, output-or non-(both) oriented forms under

the CRS or VRS assumptions on the production possibility set.

Keywords: Dynamic DEA, Network DEA, SBM, fuzzy Data.

1 INTRODUCTION

Traditional DEA (data envelopment analysis) mod-

els deal with measurements of relative efficiency of

decision making units (DMUs) regarding multiple

inputs vs. multiple outputs [?, ?]. One of the draw-

backs of these models is the omission of the inter-

nal structure of the DMUs. To reflect the actual

world, the network DEA model was developed to

take into account the internal structure of DMUs

using link variables. In addition, companies’ ac-

tivity generally continues across multiple periods.

The dynamic DEA model was developed to evalu-

ate DMUs performance from a long-term perspec-

tive using carry-over variables. We propose a model

combining these two developed models, resulting in

dynamic and network DEA with fuzzy data. This

combined model enables us not only to obtain the

overall efficiency of DMUs over the entire observed

period, but also to conduct further analysis, that is,

observing dynamic change of the period efficiency

and dynamic change of the divisional efficiency of

DMUs.

2 SBM formulation for dy-

namic DEA with network

structure

In this section, we define the dynamic SBM with

network structure (DNSBM) and formulate it as a

programming problem.

∗Corresponding Author
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2.1 Notations

We deal with n DMUs (j = 1 . . . n) consisting of

K divisions (k = 1 . . .K) Over T time periods

(t = 1 . . . T ). Let mk and rk be the numbers of

inputs and outputs to division k, respectively. We

denote the link leading from division k to division

h by (k, h)l and the set of links by lkh[?].

3 The DNSBM model with

fuzzy data

In this section, we define the dynamic SBM with

network structure (DNSBM) and formulate it as a

programming problem for fuzzy data.

3.1 Notations

We define the observed data as follows.

Inputs and outputs

(a) x̃ ∈ R+(i = 1, . . . ,mk; j = 1, . . . , n; k =

1, . . . ,K; t = 1, . . . , T ) is input resource i to DMUj

for division k in period t, and ỹtrjk ∈ R+(r =

1, . . . , rk; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,K; t = 1, . . . , T )

is output product r from DMUj, division k, in pe-

riod t. If some outputs are undesirable, we treat

them as inputs to division k.

Where x̃t
ijk, ỹ

t
rjk is triangular fuzzy number, in this

paper, we employ a parametric approach to solving

the linear programming problem with fuzzy param-

eters [?].

(b) Links

ztj(kh)l ∈ R+(j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , Lkh; t =

1, . . . , T ) is linking inter-mediate products of DMUj

from division k to division h in period t, where Lkh

is the number of items in links from k to h.

(c) Carry-overs

z
(t,t+1)
jkl ∈ R+(j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , lk; k =

1, . . . ,K; t = 1, . . . , T − 1) is carry-over of DMUj,

at division k, from period t to period t + 1, where

lk is the number of items in the carry-over from

division k [?].

First, we obtain the overall efficiency θ∗0 . Then we

minimize period efficiency in T while keeping the

overall efficiency at θ∗0 . Let us denote the period

efficiency in T thus obtained by τT∗
0 .

τT∗
0 = min

K∑
k=1

wk

[
1− 1

mk + linkink + nbadk

mk∑
i=1

ST−
iok

x̃t
iok

+

linkink∑
(kh)l=1

ST
o(kh)lin

zto(kh)lin
+

nbadk∑
kl=1

S
(T,T+1)
oklbad

z
(T,T+1)
oklbad

]
K∑

k=1

wk

[
1 +

1

rk + linkoutk + ngoodk

 rk∑
i=1

ST+
iok

ỹtiok
+

linkoutk∑
(kh)l=1

ST
o(kh)lout

zto(kh)lout
+

ngoodk∑
kl=1

S
(T,T+1)
oklgood

z
(T,T+1)
oklgood

]

Subject to

T∑
t=1

wt

[
K∑

k=1

wk

[
1− 1

mk + linkink + nbadk

mk∑
i=1

St−
iok

x̃t
iok

+

linkink∑
(kh)l=1

ST
o(kh)lin

zto(kh)lin
+

nbadk∑
kl=1

S
(t,t+1)
oklbad

z
(t,t+1)
oklbad

]]
t∑

t=1

wt

[
K∑

k=1

wk

[
1 +

1

rk + linkoutk + ngoodk

 rk∑
i=1

St+
iok

ỹtiok
+

linkoutk∑
(kh)l=1

St
o(kh)lout

zto(kh)lout
+

ngoodk∑
kl=1

S
(t,t+1)
oklgood

z
(t,t+1)
oklgood

]]

Where x̃t
ijk, ỹ

t
rjk is triangular fuzzy number, in this

paper, we employ a parametric approach to solving

the linear programming problem with fuzzy param-

eters [?]. First we introduce the α-level of the fuzzy

number x̃t
ijk, ỹ

t
rjk defined as the set (x̃t

ijk)α, (ỹ
t
rjk)α

in which the degree of their membership functions

exceeds the level α:
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(x̃ijk)α =
{
(x̃t

ijk)µx̃t
ijk

(xt
ijk) ≥ α, k = 1, . . . ,K, j = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T

}
(ỹtrjk)α =

{
(ỹtijk)µỹt

ijk
(xt

ijk) ≥ α, k = 1, . . . ,K, j = 1, . . . , n, t = 1, . . . , T
}

Now suppose that all inputs and outputs consider

that the degree of all the membership functions of

the fuzzy number involved in the linear program-

ming problem should be greater than or equal to

a certain degree α. Then, for such a degree α, the

problem can be interpreted as the following non

fuzzy linear programming problem which depends

on a coefficient vector (xt
ijk) ∈ (x̃t

ijk)α, (y
t
rjk) ∈

(ỹtrjk)α [?].

τT∗
0 = min

K∑
k=1

wk

[
1− 1

mk + linkink + nbadk

mk∑
i=1

ST−
iok

xRt
iok

+

linkink∑
(kh)l=1

ST
o(kh)lin

zto(kh)lin
+

nbadk∑
kl=1

S
(T,T+1)
oklbad

z
(T,T+1)
oklbad

]
K∑

k=1

wk

[
1 +

1

rk + linkoutk + ngoodk

 rk∑
i=1

ST+
iok

yRt
iok

+

linkoutk∑
(kh)l=1

ST
o(kh)lout

zto(kh)lout
+

ngoodk∑
kl=1

S
(T,T+1)
oklgood

z
(T,T+1)
oklgood

]

Subject to

t∑
t=1

wt

[
K∑

k=1

wk

[
1− 1

mk + linkink + nbadk

mk∑
i=1

ST−
iok

xRt
iok

+

linkink∑
(kh)l=1

St
o(kh)lin

zto(kh)lin
+

nbadk∑
kl=1

S
(t,t+1)
oklbad

z
(t,t+1)
oklbad

]]
t∑

t=1

wt

[
K∑

k=1

wk

[
1 +

1

rk + linkoutk + ngoodk

 rk∑
i=1

St+
iok

yRt
iok

+

linkoutk∑
(kh)l=1

St
o(kh)lout

zto(kh)lout
+

ngoodk∑
kl=1

S
(t,t+1)
oklgood

z
(t,t+1)
oklgood

]]

4 Conclusions

In this paper we have developed a dynamic DEA

model with network structure (DNSBM) with

fuzzy data as a composition of the dynamic SBM

(DSBM) and the network SBM (NSBM).
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Abstract: In this paper, we have studied the optimum correction of absolute value equation (AVE) through

making minimal changes in the coefficient matrix and the right hand side using l2 norm. Solving this problem

is equal to solving a nonconvex and fractional quadratic problem. We change the fractional problem to a

quadratic constrained problem which is similar to the trust region subproblem. We apply the bisection

method to the aforesaid problem and managed to solve the fractional programming problem.

Keywords: Absolute value equation, Fractional programming, Trust region subproblem.

1 INTRODUCTION

Many mathematical programming problems can be

reduced to the NP-hard linear complementarity

problem ( LCP) which is equivalent to an abso-

lute value equation. The absolute value equations

(AVE) can be stated as follows:

Given a real n× n matrix A and real n− vector b,

find a real n− vector x such that

Ax− |x| = b, (1.1)

where |x| denotes the component-wise absolute

value of vector x ∈ Rn.

If it is solvable, it can has either unique solution or

multiple (e.g., exponentially many) solutions [?].

But in many obtained models, we often en-

counter problems which present as systems of in-

feasible absolute value equation. We could argue

numerous reasons for the infeasibility of a AVE sys-

tem, including error in data, errors in modeling,

and many other situations. The remodeling of this

system and finding its errors might take remark-

able time and expenses, and also we might eventu-

ally get to an infeasible system again we do not do

so. We therefore focus on an optimal correction of

the given system. In fact, we would like to reach

the feasible systems with the least changes in data.

The correction of infeasible AVE where the coeffi-

cient matrices are rank deficient considered in [?].

In this paper we will study correction of the in-

feasible AVE where the coefficient matrices are full

rank.

In order to make the above-mentioned sys-

tem feasible, we apply the changes simultaneously

in the entries of the matrix A and the right-hand

side vector b, and in order to correct system (??),

we respectively need to solve following fractional

and quadratic problem, not necessarily the convex

∗Corresponding Author
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ones :

min
x∈Rn

∥Ax− |x| − b∥2

1 + ∥x∥2
. (1.2)

Sometimes solving the above-mentioned problem

leads to solutions with very large norms which

are practically impossible to use. To control over

the norm of the solution vector, we usually use

two methods. (i) Tikhonov regularizing of prob-

lems, where a quadratic penalty is appended to

the unconstrained quadratic fractional problem [?],

and (ii) regularized least squares method - which

is a well-studied approach for the unconstrained

quadratic fractional problem - where a quadratic

constraint bounding the size of the solution is

added [?]. So instead of problem (??), we could

deal with the following ones:

min
x∈Rn

∥Ax−|x|−b∥2

1+∥x∥2 (1.3)

s.t. ∥x∥2 ≤ β.

This article focuses on studying the problem

(??).

2 MAIN RESULTS

First, we consider the following minimization prob-

lem:

min
x

min
E,r

(∥E∥2 + ∥r∥2), s.t. (A+ E)x− |x| = b+ r,(2.1)

where A ∈ Rn×n, b ∈ Rn and E ∈ Rn×n is a

perturbation matrix and r ∈ Rn is a perturbation

vector.

The problem (??) is an nonconvex problem and to

solve it, we consider the following inner minimiza-

tion problem

min
E,r

(∥E∥2 + ∥r∥2), s.t. (A+ E)x− |x| = b+ r,(2.2)

which is a constrained convex problem.

Theorem 2.1. Suppose that (E∗, r∗) denotes the

optimal pair to the problem (??). Then

r∗ =
Ax∗ − |x∗| − b

1 + ∥x∗∥2
, E∗ = −Ax∗ − |x∗| − b

1 + ∥x∗∥2
x∗T ,

where x∗ is an optimal solution of min
x

∥Ax−|x|−b∥
1+∥x∥2

2
.

Above fractional problem can be formulated

as a double minimization problem in the the fol-

lowing way:

min
β≥0

min
∥x∥2=β2

∥Ax− |x| − b∥2

1 + β2
.

or

min
β≥0

G(β)

where

G(β) = min
∥x∥2=β2

∥Ax− |x| − b∥2

1 + β2

Calculating function values of G requires

solving a minimization problem with a quadratic

objective function and a norm equality constraint.

Therefore, we consider the following mini-

mization problem:

min ∥Ax− |x| − b∥2

∥x∥2 = β2 (2.3)

Let |x| = D(x)x and A−D(x) = S then the prob-

lem (??) reduced to

min
x

xTQx+ gTx+ bT b

∥x∥2 = β2, (2.4)

where Q = STS, g = −2ST b.

Theorem 2.2. The vector x∗ is the solution of

(??) if and only if there is a scalar λ such that:
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0 ∈ (Q+ λI)x∗ + g

∥x∗∥ = β

Q+ λI ≽ 0.

Theorem 2.3. Function G(β) has the following

properties:

1. G(β) is continuous in [0 1 + α].

2.

G
′
(β) =

−2λβ

1 + β2
− 2β∥Ax(β)− |x(β)| − b∥2

(1 + β2)2
.

Lemma 2.4. G(β) is strictly unimodal.

Then we can use bisection method to solve

it. Because the function G is unimodal, then bisec-

tion method does necessarily converge to a global

minimum.
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Abstract: In this paper, we propose a projection neural network model for solving multi-extremal nonconvex

mathematical programming problems which may have many local minimizers that are not global. This

neural network is designed based on the Kuhn-Tucker necessary conditions and sufficiency conditions for

multi-extremal nonconvex problems. Simulation results are given to illustrate the global convergence and

performance of the proposed model for multi-extremal nonconvex optimization problems.

Keywords: Smooth nonlinear programming problems; Global optimization; Recurrent neural network;

Kuhn-Tucker conditions; Multi-extremal programming problem.

1 INTRODUCTION

Consider the following mathematical programming

problems (NQPP):

min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m, (1)

x ∈
n∏

i=1

[ui, vi].

where f, gi are twice continuously differentiable

functions on an open subset of Rn containing D :=∏n
i=1[ui, vi], ui , vi ∈ R, i = 1, 2, ..., n. Problems

of the form (1) are common in multi-extremal pro-

gramming problems which may have several local

minimizers that are not global. Locating a global

minimizer of a multi-extremal nonconvex function

with several local minimizers is inherently difficult.

If a feasible point x∗ is a local minimizer of (1) and

if a certain constraint qualification holds then the

following Kuhn-Tucker conditions hold at x∗ with

multiplier λ ∈ Rm
+ for all x ∈ D:

m∑
i=1

λigi(x
∗) = 0 and ∇L(x∗, λ)(x− x∗) ≥ 0,

(2)

where L(x, λ) is the Lagrangian associated

with (1). The Kuhn-Tucker necessary conditions

for the local optimality at x∗ become necessary

and sufficient for the global optimality at x∗ when-

ever (1) is a convex programming problem. Various

generalized convexity conditions such as pseudo-

convexity and quasi-convexity have been given in

the literature for a Kuhn-Tucker point to be a

global minimizer of a nonlinear programming prob-

lem and they often apply to problems where a local

minimum is global. This property, known as Kuhn-

Tucker sufficiency of global optimality of (1), not

hold for a general nonconvex problem (1). Jeyaku-
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mar et al. [4] derived the optimality conditions for

(1) by first constructing weighted sum of square un-

derestimators of the objective function of (1) and

then by characterizing the global optimality of the

underestimators. In this paper, we focus on propos-

ing a recurrent neural network model for solving

multi-extremal programming problem (1). We first

establish a relationship between problem (1) and

mixed nonlinear complementarity problems, then

we propose a projection neural network model to

transfer the multi-extremal nonconvex program-

ming problem (1) into a specific dynamic system

of the first order differential equations.

2 Description of the Method

In this section, we begin by presenting basic defi-

nitions and notations that will be used throughout

the paper. In what follows, ∥.∥ denotes l2-norm of

Rn. If a function g : Rn → R, then ▽g(x) ∈ Rn

and ▽2g(x) ∈ Rn×n stand for its gradient and the

Hessian at x. vectors x, y ∈ Rn, x ≥ y means that

xi ≥ yi, for i = 1, ..., n. The notation A ≽ 0 means

that the matrix A is positive semi-definite. Let

S = {x ∈ Rn+1|g(x) ≤ 0} and ∆ = D ∩ S.

Definition 2.1. Let Ω be a closed convex set in

Rn. Then for each x ∈ Rn, there exists a unique

point y ∈ Ω such that ∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥ , ∀z ∈ Ω.

The projection of x on the set Ω with respect to

Euclidean norm is y = PΩ(x) = argmin
z∈Ω

∥x− z∥.

Definition 2.2. A nonlinear mixed complementar-

ity problem is to find a point x ∈ Rn such that

MNCP (F ) :

{
xiFi(x) = 0, Fi(x) ≥ 0, xi ≥ 0, ∀i ∈ I

Fi(x) = 0, ∀i ∈ N\I.

where F is a continuously differentiable mapping

from X = {x ∈ Rn|xi ≥ 0, i ∈ I} into Rn,

N = {1, 2, ..., n} and I ⊆ N .

Lemma 2.3. [5] The KuhnTucker condition (2) at

x∗ is equivalent to

m∑
i=1

λigi(x
∗) = 0 and χ̄i(∇L(x∗, λ))i ≤ 0, i = 1, · · · , n

where

χ̄i =


−1 if x∗

i = ui,

1 if x∗
i = vi,

(∇L(x∗, λ))i if x∗
i ∈ (ui, vi).

Theorem 2.4. [4] Let x∗ be a feasible point of

(1) at which Kuhn-Tucker conditions hold with the

multiplier λ. If for each x ∈ D,

∇2L̄(x, λ) = ∇2L(x, λ)+

diag(
−2χ̄1(∇L(x∗, λ))1

(v1 − u1)
, · · · , −2χ̄n(∇L(x∗, λ))n

(vn − un)
) ≽ 0,

(3)

then x∗ is a global minimizer of (1). Moreover, if,

for each x ∈ D, ∇2L̄(x, λ) ≻ 0 then x∗ is unique.

Lemma 2.5. Let y∗ = ((x∗)T , λT )T be a solution

of MNCP (G), where G : Γ → Rn+m is defined by

G(y) =


∇xf(x) +

∑m
i=1 λi∇xgi(x)

−g1(x)
...

−gm(x)

 (4)

For Γ = {y = (xT , λT )T |x ∈ ∆, λ ≥ 0}. Then x∗

is a local minimizer of (1).

Theorem 2.6. [2] y∗ ∈ Γ is a solution of

MNCP (G) if and only if it is a solution of

y∗ = PΓ(y
∗ −G(y∗)) (5)

Combining the above two theorems, we pro-

pose a method which is constructed by using the

procedure below:

Step 1: Find a solution of MNCP (G). Let the

neural network model for solving MNCP (G) be

represented by the following dynamic systems:

dy

dt
=


PD(x− (∇xf(x) +

∑m
i=1 λi∇xgi(x)))− x

(λ1 + g1(x))
+ − λ1

...

(λm + gm(x))+ − λm

 .

(6)

Step 2: Calculate the matrix ∇2L(x, λ) +Q where

Q = diag(−2χ̄1(∇L(x∗,λ))1
(v1−u1)

, · · · , −2χ̄n(∇L(x∗,λ))n
(vn−un)

)

and ((x∗)T , λT )T is a solution of MNCP (G).

Step 3: If ∇2L(x, λ) + Q ≽ 0, then x∗ is a global

minimizer of (1), else x∗ is a local minimizer of (1).
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Theorem 2.7. [1] For any initial point y(t0) =

y0 ∈ Rn+m there exists a unique solution y(t) for

the proposed neural network model.

Theorem 2.8. A neural network derived from the

proposed method is Lyapunov stable at each equilib-

rium point and globally convergent to a global min-

imizer of (1).

3 Numerical Example

In order to demonstrate the effectiveness and per-

formance of the proposed method in solving multi-

extremal nonconvex programming problems, we

give one illustrative example in this section. The

simulation is conducted in MATLAB.

Example 3.1. Consider the quadratic multi-

extremal programming problem:

min − 1

4
x2
1 −

1

4
x2
2 +

5

4
x1x2 − x1 − x2

s.t. − x1 − x2 ≤ 0,
1

3
≤ x1 ≤ 1, − 1 ≤ x2 ≤ 1.

We solve this problem using the proposed

neural network. Simulation results show that the

state trajectories of the proposed model converge

to the local minimizers x∗ = (1,−1), x̄ = (1, 1) and

x̂ = ( 13 , 1). Fig. 1 shows that the trajectory of the

proposed neural network model converges to the lo-

cal minimizer x̄. At the local minimizer x̄ = (1, 1),

we have

∇2L(x, λ) +Q =

(
1
4

5
4

5
4 −1

4

)
̸≽ 0,

therefore x̄ is not global minimizer. The proposed

neural network model can be used again for solv-

ing this problem. Fig. 2 shows that the trajectory

of the proposed neural network model converges

to the local minimizer x̂. At the local minimizer

x̂ = ( 13 , 1), we have

∇2L(x, λ) +Q =

(
−1

4
5
4

5
4

7
12

)
̸≽ 0.

We use the proposed neural network model for lo-

cating a global minimizer of this problem again.

Fig. 3 shows that the trajectory of the proposed

neural network model converges to the global min-

imizer of this problem. But sufficient global op-

timality condition holds at x∗ = (1,−1) which

is the global minimizer. At the global minimizer

x∗ = (1,−1), we have

∇2L(x, λ) +Q =

(
31
4

5
4

5
4

1
4

)
≽ 0.
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Figure 1: Transient behavior of the proposed neural network

model (6) with equilibrium point x̄ = (1, 1).
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Figure 2: Transient behavior of the proposed neural network

model (6) with the equilibrium point x̂ = ( 1
3 , 1).
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Figure 3: Transient behavior of the proposed neural network

model (6) with the equilibrium point x∗ = (1,−1).
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Abstract: In this paper, a set of almost orthogonal Chebyshev polynomials on (−1, 1) is considered in a

new manner to approximate signals generated by systems with built in imperfections. Defining relations of

these functions can be used for designing almost orthogonal filters. These filters are generators of orthogonal

signals and can be successfully applied in finding the best signal approximation in the mean square error

sense. An example is included for demonstrating the efficiency of the method. The results reveal that our

method is very effective.

Keywords: Almost orthogonal Chebyshev functions; Approximate filter; Transfer function.

1 INTRODUCTION

An electrical filter is a system that can be used to

modify, reshape, or manipulate the frequency spec-

trum of an electrical signal according to some pre-

scribed requirements. For example, a filter may be

used to amplify or attenuate a range of frequency

components, reject or isolate one specific frequency

component, and so on [2]. The applications of elec-

trical filters are numerous, for example:

- To eliminate signal contaminations, such as noise

in communication systems

- To separate relevant from irrelevant frequency

components

- To detect signals in radios and TVs

- To demodulate signals

- To bandlimit signals before sampling

- To convert sampled signals into continuous-time

signals

- To improve the quality of audio equipments, e.g.,

loudspeakers

- In time-division of frequency-division multiplex

systems

- In speech synthesis

- In the equalization of transmission lines and ca-

bles

- In the design of artificial cochleas.

Depending on the format of the input, output, and

internal operating signals, filters can be classified

to analog or digital. In analog filters the operating

signals are varying voltages and currents, whereas

in digital filters they are encoded in some binary

format. Continuous-time and sampled-data filters

are always analog filters. However, discrete-time

filters can be analog or digital [2]. Analog filters

can be classified on the basis of their constituent

components as

- Passive RLC filters

- Crystal filters

- Mechanical filters

- Microwave filters

- Active RC filters

∗Corresponding Author
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- Switched-capacitor filters

One of the major problems in the circuit theory, is

the filters approximation. Every physically realiz-

able circuit has a transfer function that is a rational

function in s. We are going to determine classes

of rational polynomials that approximate the ideal

low-pass filter responses.

Classical orthogonal polynomials have been used

for designing low pass orthogonal filters with var-

ious applications in mathematics [8], science and

engineering, such as in designing orthogonal sig-

nal generators [1], [7], least square approximations

[3], process modeling and identification [6], [4] and

practical realizations of optimal [9], [5] and adap-

tive systems [10], [11]. In the recent years, a special

class of orthogonal functions has been developed,

the so called piecewise constant orthogonal func-

tions with Haar and Walsh functions [13] as their

main representatives. This class has proven to be

especially convenient for analysis of dynamical sys-

tems. In this work, we define a class of almost

orthogonal functions of Chebyshev type in a new

manner to approximate signals generated by sys-

tems with built in imperfections.

2 Transfer function

Usually, in analog filters the input and output are

voltages, e.g., x(t) + vi(t) and y(t) + vo(t). In such

a case the transfer function is given by:

HV (s) =
Vo(s)

Vi(s)
(1)

where Vo(s) and Vi(s) are the Laplace transforms

of vo(t) and vi(t). However, on occasion the input

and output are currents, in which case:

HI(s) =
Io(s)

Ii(s)
(2)

where Io(s) and Ii(s) are the Laplace transforms of

io(t) and ii(t).

A transfer function is said to be realizable if it char-

acterizes a stable and causal network. Such a trans-

fer function must satisfy the following constraints:

1. It must be a rational function of s with real co-

efficients.

2. Its poles must lie in the left-half s plane.

3. The degree of the numerator polynomial must

be equal to or less than that of the denominator

polynomial.

A transfer function may represent a network of

comprising elements with real parameters, only if

its coefficients are real. The poles must be in the

left-half s plane to ensure that the network is stable

and the numerator degree must not exceed the de-

nominator degree to ensure the existence of a causal

network.

3 Almost orthogonal Cheby-

shev functions

Let λ(x) be a positive Borel measure on (a, b) ⊆ R,

with infinite support and such that all integrals:

λn = Λ(xn) =

∫ b

a

xndλ(x), (3)

exist. We define a linear functional Λ on the real

polynomials space P , and also consider an inner

product as follows:

⟨f, g⟩ = Λ[f.g] , f, g ∈ P. (4)

The Chebyshev polynomials of the first kind Tn(x)

are orthogonal on (−1, 1) with respect to the weight

function w(x) = 1√
1−x2

. The explicit form of this

polynomials are as follows:

Tn(x) = n

[n2 ]∑
k=0

(−1)k(n− k − 1)!

k!(n− 2k)!4k
xn−2k. (5)

If ϵ = {ϵn} be a sequence of small positive real num-

bers, then the sequence of polynomials {T (ϵ)
n (x)}

which satisfy

⟨T (ϵ)
j , T

(ϵ)
k ⟩ = ϵMax(j,k) , (j ̸= k), (6)

∥T (ϵ)
k ∥2ϵ = ⟨T (ϵ)

k , T
(ϵ)
k ⟩ − ϵk ≫ 0, (7)

are called almost orthogonal Chebyshev functions.

Some of the beginning terms of this sequence are:

1, x+
ϵ

π
, x2 +

2ϵ(π − ϵ)

π2
x− π − 2ϵ

2π
, · · · . (8)

2
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It is clear that

lim
ϵ→0

T (ϵ)
n (x) = Tn(x). (9)

4 Approximation filters

We can design Chebyshev type orthogonal filters

for determining approximate values of continuous

real functions. It is a known fact that in prac-

tice there is often a need for some real signal y(t),

obtained by measuring, to be represented in the

following form [12], [1]:

y(t) ≈ yM (t) =
n∑

i=0

ciT
(ϵ)
i (t), (10)

where T
(ϵ)
i (t) can represent almost orthogonal

Chebyshev functions generated by an almost or-

thogonal filter.

Figure 1: General approximation problem

Function approximation is achieved with mean

squared error (MSE), as optimization criterion, i.e.:

J =
1

T

∫ T

0

(y(t)− yM (t))
2
dt. (11)

To attain the greatest matching of the given signal

y(t) and the approximate signal yM (t), J should

be as small as possible. The parameters ci (i =

0, 1, , n) should be found to minimize J (and make

it zero, if possible).

Example 4.1. Consider the signal given by:

y(t) = 0.805− 4.025e−t + 8.05e−2t − 8.05e−3t

+4.025e−4t − 0.805e−5t,

that can represented as a step response of real ther-

mical system with the transfer function:

W (s) =
0.805

0.008s5 + 0.125s4 + 0.708s3 · · ·

+1.875s2 + 2.283s+ 1

The results of this problem are shown in figures 2,3.

0 5 10 15
−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

 

 

original signal
approximate signal

Figure 2: Original and approximation signals

0 5 10 15
0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0.0012

0.0014

t

M
S

E

Figure 3: Minimum mean squared error

5 Conclusion

In the present paper, we proposed a set of al-

most orthogonal Chebyshev polynomials on [0, 1]

to approximate signals generated by systems with

built in imperfections. An example is presented to

demonstrate higher accuracy and simplicity of the

proposed method.
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برنامه�ریزی مسائل حل برای PSO�BFGS ترکیبی الͽوریتم
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mohsen.rajabzadeh68@gmail.com بجنورد، دانشͽاه صنایع، مهندسͬ ارشد کارشناسͬ دانشجوی زاده، رجب محسن

m.sadeghi.ie2013@gmail.com بجنورد، دانشͽاه صنایع، مهندسͬ ارشد کارشناسͬ دانشجوی صادقͬ، محمد

m.hajipoor@ub.ac.ir بجنورد، دانشͽاه پایه، علوم دانشͺده ریاضͬ، گروه علمͯ هيأت عضو پور، حاجͬ مجتبی

(BFGS) شده اصلاح نیوتن شبه روش�های پایه�ی بر که PSO-BFGS ابتکاری فرا الͽوریتم مقاله این در چͺیده:
رویͺرد این مͬ�شود. ارائه غیرخطͬ برنامه�ریزی مسائل حل برای است شده طراحͬ (PSO) ذرات انبوه سازی بهینه و
بهبود شونده تکرار رویه�ای در را شده اصلاح BFGS روش جستجوی از حاصل نتایج ذرات انبوه روش ͷکم با
لاگرانژ جریمه روش وسیله�ی به تکرارها از توالͬ این مͬ�کند. جلوگیری نامناسب جواب ͷی در ماندن از و بخشیده
باشد. مͬ غیرخطͬ برنامه�ریزی مسائل حل برای الͽوریتم این کارایی بیانگر عددی نتایج مͬ�شود. مدیریت افزوده
ذرات انبوه بهینه�سازی ،BFGS الͽوریتم افزوده، لاگرانژ جریمه�ی تابع غیرخطͬ، برنامه�ریزی کلیدی: کلمات

تا هستند. بالا حد و پایین حد ترتیب به xup
i و xlo

i آن
ارائه (١) مسأله�ی حل برای مختلفͬ روش�های کنون
زیادی کارایی روش�ها این از بسیاری اما است؛ شده
سال�های در ندارند. مقیاس بزرگ مسائل با برخورد در
ترکیب ایده�ی مسائل این حل برای محققین اخیر
فرا الͽوریتم�های با ریاضͬ برنامه�ریزی تکنی�ͷهای کردن

.[٢ ،١] کردند مطرح را ابتکاری

شده اصلاح BFGS روش از ترکیبی مقاله این در
در (PSO) ذرات انبوه بهینه�سازی الͽوریتم و [٣]
برنامه�ریزی مسائل حل برای شونده تکرار رویه�ی ͷی
شده پیشنهاد نامساوی و مساوی قیود با همراه غیرخطͬ
جریمه روش وسیله�ی به ترکیبی الͽوریتم این است.

شود. مͬ مدیریت [٣] (ALP) افزوده لاگرانژ

مقدمه

در غیرخطͬ ریزی برنامه وسیع کاربرد سبب به
علوم و علمͬ مدیریت مهندسͬ، طراحͬ مسائل حل
توجه مورد اخیر های سال در حوزه این اقتصادی،

است. گرفته قرار پژوهشͽران از بسیاری
صورت به غیرخطͬ برنامه�ریزی مسأله�ی ͷی کلͬ فرم

باشد: مͬ زیر

min f(x)

s.t.


gj(x) ≤ 0, ∀j = 1,...,m1 ,

hk(x) = 0, ∀k = 1,...,m2 ,

x ∈ X ⊆ Rn,

(١)

تصمیم متغیرهای بردار [x1, ..., xn]
T آن در که

ترتیب به hk(x) و gj(x) هدف، تابع f(x) پیوسته،
فرض مͬ�باشند. مساوی و نامساوی محدودیت�های
در که X =

{
x : xlo

i ≤ xi ≤ xup
i , i = 1, ..., n

} �کنیم

١
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بͽیرید.

fALP(x,u,v) =

f(x) +
m1∑
j=1

µjmax2
{
gj(x) +

uj

2µj
, 0
}

−
m1∑
j=1

u2
j

4µj
+

m2∑
k=1

vkhk(x) +
m2∑
k=1

µm1+kh
2
k(x) .

(٢)

سپس است. شده داده xl
µ آغازین نقطه�ی :١�١ گام

معیار به رسیدن تا را شده اصلاح BFGS الͽوریتم
جواب آخرین دهید. ادامه

∥∥xt+1 − xt
∥∥ ≤ δ توقف

بروید. ١-٢ گام به و نامیده xB
µ را

محدوده�ی در را S − 1 ذرات دسته�ی :٢�١ گام
نقطه�ی در را PSO الͽوریتم بسازید. تصمیم متغیرهای
بͽیرید. کار به سراسری جستجوی ͷی انجام برای xB

µ

بروید. ١-٣ گام به و نامیده xp
µ را جواب بهترین

در را xp
µ بود، برقرار

∥∥xp
µ − xl

µ

∥∥ ≤ δ اگر :٣�١ گام
xp
µ صورت این غیر در بروید. ٢ گام به و داده قرار xl+1

µ

برگردید. ١-١ گام به و داده قرار xl
µ در را

ضرایب تخمین هم و جریمه فاکتورهای هم :٢ گام
viol(xl+1

µ ) ≤ اگر کنید. اصلاح را لاگرانژ
مͬ تعریف زیر صورت به viol آن در که 0.25 viol(xl

µ)

به صورت این غیر در و ١-٢ گام به بود برقرار شود،
بروید. ٢-٢ گام

violj(x
0
µ) = max

{
gj(x

0
µ), 0

}
, j = 1, . . . ,m1,

violm1+1(x
0
µ) =

∣∣hk(x
0
µ)
∣∣ , k = 1, . . . ,m2,

violj(x
0
µ) = max

{
viol1(x

0
µ), ..., violm1+m2(x

0
µ)
}
.

معادلات از استفاده با را لاگرانژ ضرایب :١�٢ گام

ul+1
j = ul

j +max
{
2µjgj(x

l+1
µ ),−ul

j

}
,

vl+1
k = vlk + 2µm1+khk(x

l+1
µ ),

در .1 ≤ k ≤ m2 و 1 ≤ j ≤ m1 که کنید اصلاح
µj < µnew

j عبارت1+ 1 ≤ j ≤ m1 ازای به که مواردی
µm1+k < |vnewk |+ 1 عبارت k = 1, . . . ,m2 ازای به و
µm1+k = یا µj = µl+1

j + 1 ترتیب به بود، برقرار
بروید. ٣ گام به و داده قرار

∣∣vl+1
k

∣∣+ 1

زیر معادلات طبق را جریمه فاکتورهای : ٢�٢ گام

PSO�BFGS ترکیبی الͽوریتم

کارایی که جدید الͽوریتم�های نقص مهم�ترین عموماً
به رسیدن شیوه�ی مͬ�دهد، قرار تأثیر تحت را آن�ها
جبران برای مͬ�باشد. آن پایین دقت و بهینه جواب
شده سعͬ مقاله این در ناکارآمدی�ها، این از بخشͬ
PSO الͽوریتم با همزمان BFGS الͽوریتم که است
گرفته کار به نتایج بهبود برای تکراری رویه�ی ͷی در
جستجوی ͷی ابتدا در هدف این به رسیدن برای شود.
و مͬ�گیرد صورت BFGS الͽوریتم از استفاده با اولیه
برای BFGSروش از حاصل های جواب بهترین سپس
روش مͬ�شود. واگذار PSOروش به بعدی بررسͬ�های
هر در که است نیوتنͬ شبه های روش از ͬͺی BFGS
نقطه سوی به حرکت جهت به یابی دست برای تکرار
گرفته بͺار را هسین ماتریس معکوس از تقریبی بهینه،
مسأله زیر ͷی حل طریق از نیز را حرکت گام طول و
تکرارها از توالͬ این آورد. مͬ بدست خطͬ ریزی برنامه
نیز PSOروش مͬ�یابد. توقفادامه شرایط به رسیدن تا
جوابشدنͬ هر که است سازی بهینه روشهای از ͬͺی
شایستگͬ تابع مقدار و گرفته نظر در یͷذره عنوان به را
در بهینگͬ به دستیابی برای کند. مͬ محاسبه را آن
ذره سمت به مشخص سرعتͬ با ذره هر الͽوریتم، این
برای حاصل جواب ادامه در کند. مͬ حرکت تر شایسته
تخمینͬ جریمه فاکتورهای و لاگرانژ ضرایب اصلاح
این واقع در مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد ALP روش
جواب ͷی در ماندن از که دارد سعͬ یͺپارچه الͽوریتم

کند. جلوگیری نامناسب

مͬ�شود: خلاصه زیر گام�های طͬ ترکیبی الͽوریتم
کنید. مشخص را پارامترها اولیه�ی مقدار صفر: گام
بردار µ لاگرانژ، ضرایب بردارهای (u0, v0) کنید فرض
حداکثر tmax دسته، ی اندازه S جریمه، فاکتورهای
جریمه، ضریب α ، PSO الͽوریتم تکرارهای تعداد
ε ، PSO الͽوریتم در دهͬ وزن فاکتورهای c2 و c1

x0
µ = باشد. فاصله تلورانس δ و شدن ناموجه تلورانس
بروید. ١ گام به و داده قرار t = 0 و (xlo + xup)/2

نظر در X جواب فضای روی را زیر ALP تابع :١ گام

٢
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مسئله PSO-BFGS PSO-DFP
Best Std. CPU Best Std. CPU

G01 -١۵.٠٠٠ ٠.٠ ٢.۶ -١۵.٠٠٠ ٠.٠ ٢.٠
G02 ٠.٣٢١ ٠.٠ ١.۵ ٠.٣۴٧ ٠.١ ١.٧
G03 ١.٠٠٠ ٠.٠ ١.٣ ٠.٠٠٠ ٠.٠ ٠.۶
G04 -٣٠۶۶۵.۵٣٩ ٠.٠ ٧.۵ -٣٠۶۶۵.۵٣٩ ٠.٠ ٧.٣
G05 ۵١٢۶.۴٩٧ ٠.٠ ١۵.۶ ۵١٢۶.۴٩٧ ۴٧٩ ١٨.۵
G06 -۶٩۶١.٨١۶ ٠.٠ ۶.۵ -۶٩۶١.٨١۵ ٠.٠ ٧.٨
G07 ٢۴.٣٠۶ ٠.٠ ۶.١ ٢۴.٣٠۶ ١.٢ ٣٣.٨
G08 ٠.٠٩۶ ٠.٠ ٠.۵ ٠.٠٩۶ ٠.٠ ٠.۶
G09 ۶٨٠.۶٣٠ ٠.٠ ٣.۵ ۶٨٠.۶٣٠ ٠.٠ ١٩.٢
G10 ٧٠٨٣.۴۵٧ ۴٣١ ٢٠.٧ ٧٠۶٨.۶۵۶ ٢۶۶ ١٨.٠
G11 ٠.٧۵٠ ٠.٠ ٢.١ ٠.٧۵٠ ٠.٠ ٢.٧
G12 ١.٠٠٠ ٠.٠ ٢.٩ ١.٠٠٠ ٠.٠ ٣.٠
G13 ٠.٠۵۴ ٠.٢ ٢.۵ ٠.٠۵۴ ٠.٣ ٧.٢
PV ۵٨٨۵.٣٣٢ ٠.۵ ۶.٩ ۵٨٨۵.٣٣٢ ٠.١ ٩.۴
TC ٠.٠١٣ ٠.٠ ٣.٧ ٠.٠١٣ ٠.٠ ٢.۶
WB ١.٧٢۵ ٠.٠ ۶.٩ ١.٧٢۵ ٠.٢ ٧.٢
SR ٢٩٩۶.٣۴٧ ٢.٨ ٩.٨ ٢٩٩۶.٣۴٧ ۶.١ ٢١١
Mean - ٢۵.۶ ۵.٩ - ۴۵ ٩

الͽوریتم دو این توسط مرتبه ١٠ مسائل از ͷی هر
به الͽوریتم هر که مقداری بهترین که است شده اجرا
جواب�ها استاندارد انحراف ، (Best) مͬ�یابد دست آن
برای (CPU) محاسبات برای لازم زمان و (Std.)
که طور همان است. شده مشخص الͽوریتم هر
شده، بررسͬ مثال ١٧ از مثال ١۵ در شود مͬ مشاهده
مͬ دست موجود جواب بهترین به الͽوریتم دو هر
PSO- الͽوریتم که مͬ�دهد نشان ١ شͺل یابند.
زمان از PSO-DFP الͽوریتم به نسبت BFGS
٢ شͺل همچنین است. برخوردار کمتری محاسباتͬ
PSO- الͽوریتم از حاصل جواب�های که مͬ�دهد نشان
حاصل جواب�های به نسبت کمتری پراکندگͬ BFGS
الͽوریتم کارایی دارند. PSO-DFP الͽوریتم از
ASQP الͽوریتم با مقایسه در PSO-BFGS ترکیبی
سازی بهینه های الͽوریتم ترین قوی از ͬͺی که [٢]
در است. شده داده نشان ٢ جدول در است غیرخطͬ
گرفته کار به [۴] CUTE مسائل از عدد ۴ مقایسه این
مساوی محدودیت با مسائل نوع از مسائل این شود. مͬ

هستند. متوسط ی اندازه با و

بروید. ٣ گام به سپس داده، افزایش

µj ← max(αµj , µ
1.3
j ),

ifviolj(x
l+1
µ ) > 0.25violj(x

l
µ),

1 ≤ k ≤ m2 برای و 1 ≤ j ≤ m1 که

µm1+k ← max(αµm1+k, µ
1.3
m1+k),

ifviolm1+k(x
l+1
µ ) > 0.25violm1+k(x

l
µ),

اگر کنید. ͷچ را بودن شدنͬ وضعیت :٣ گام
گام به و l = l + 1 دهید قرار آنگاه ،viol(xl+1

µ ) > ε

و داده خاتمه را الͽوریتم صورت این غیر در بروید. ١
دهید. قرار fBest = f(xl+1

µ ) همچنین و xBest = xl+1
µ

(١) غیرخطͬ ریزی برنامه مسأله هر که اثباتمͬ�شود
تابع بͺارگیری با پذیر مشتق بار دو و پیوسته توابع با
جواب ͷی به PSO-BFGS ترکیبی الͽوریتم و ALP

.[١] همͽراست دوگان – اولیه KKT

عددی نتایج

PSO- الͽوریتم با شده، ارائه الͽوریتم بخش این در
عدد ١٧ مقایسه این در مͬ�شود. مقایسه DFP
به [۵] Michalewicz and Koziel مسائل از
با مسائل نوع از مسائل این است. شده گرفته کار
اعداد و بوده متوسط اندازه�ی با و مساوی محدودیت
آزمایش خروجͬ�های دهنده�ی نشان ١ جدول در موجود

هستند.

PSO- و PSO-BFGS الͽوریتم�های مقایسه عددی نتایج :١ جدول
مختلف مسائل حل برای DFP

٣
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ASQP و PSO-BFGS جواب�های پراکندگͬ مقایسه :٢ شͺل

الͽوریتم بهترین از ASQP الͽوریتم که این به توجه با
غیرخطͬ ریزی برنامه مسائل حل در شده شناخته های
الͽوریتم که است آن از حاکͬ عددی نتایج است،
شده شناخته های جواب بهترین به نیز PSO-BFGS

شود. مͬ ͷنزدی بسیار ها آن به یا و یافته دست

ASQP و PSO-BFGS الͽوریتم�های مقایسه عددی نتایج :٢ جدول
مختلف مسائل حل برای

مسئله PSO-BFGS ASQP
Best Std. #Is Best Std. #Is

Mwright ١.٢٨٨ ٠.٠ ٠ ١.٢٨٨ ٢٨٢.٨ ١
Coshfun -٠.٧٧٣ ٠.٠ ٠ -٩.٩۴۵ ٣.۵ ٣
Dnieper ١٨٧۴٢.۴٣ ١١.٩ ٢ ١٨٧۴۴.٠٢ ٠.٠ ٩
Spiral -٢.٨٢e-۶ ٠.٠ ٠ - - ١٠
Mean - ٢.٩٧ ٠.۵ - ٩۵.۴٣ ۵.٧

PSO-BFGS الͽوریتم که چه آن این بر علاوه
بار هر در ها جواب کم پراکندگͬ مͬ�کند متمایز را
جواب به دستیابی برای آن توانایی و الͽوریتم این اجرای
تعداد ٢ جدول (Is#)در معیار که است شدنͬ های
توسط مساله هر اجرای بار ١٠ در نشدنͬ جواب�های
ملاحظه که همانطور مͬ�کند. مشخص� را الͽوریتم هر
الͽوریتم کارآیی دهنده نشان شده ارائه نتایج مͬ�شود
مقیاس متوسط غیرخطͬ مسائل حل در PSO-BFGS

است. مساوی محدودیت�های با مسائل ویژه به

۴

56

56



سازی بهینه برای متوالͬ دوم درجه ریزی برنامه الͽوریتم ͷی
فیلتر و جریمه تابع از استفاده بدون غیرخطͬ

rabedini@mail.kntu.ac.ir ، طوسͬ الدین نصیر خواجه صنعتͬ دانشͽاه ارشد کارشناسͬ دانشجوی العابدینͬ، زین رزیتا

peyghami@kntu.ac.ir طوسͬ، الدین نصیر خواجه صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده علمͬ هیئت عضو پیغامͬ، محمدرضا

وفیلتر ای جریمه تابع از آن در که شود مͬ معرفͬ متوالͬ دوم درجه ریزی برنامه الͽوریتم ͷی مقاله، این در چͺیده:
جستجوی و اعتماد ناحیه روش دو هر الͽوریتم، این ساختار در کند. نمͬ استفاده مقید سازی بهینه مسائل حل برای
افزایش به منجر آزمایشͬ گام اگر اعتماد، ناحیه ͷکلاسی های روش در شوند. مͬ کارگرفته به مناسبی نحو به خطͬ
به است. بر هزینه بسیار که شود مͬ حل مجدداً اعتماد ناحیه زیرمساله گاه آن شود، قیود تخطͬ یا و هدف تابع مقدار
گامͬ هیچ مقاله، این در شده ارائه روش در اعتماد، ناحیه مساله زیر مجدد حل محاسباتͬ های هزینه کاهش منظور
چنین، هم آمد. خواهد بدست مماسͬ گام ͷی و نرمال گام ͷی ترکیب از هرگام الͽوریتم این در شود. نمͬ حذف
مͬ قرار بررسͬ مورد اول مرتبه ایستای نقاط به جدید الͽوریتم سراسری همͽرایی فرضیات، برخͬ گرفتن نظر در با
مناسب عملͺرد موید CUTEr کتابخانه از آزمونͬ مسائل روی پیشنهادی روش اعمال از حاصل عددی نتایج گیرد.

است. عمل در روش این
دوم درجه ریزی برنامه خطͬ، جستجوی روش اعتماد، ناحیه روش مقید، غیرخطͬ سازی بهینه کلیدی: کلمات

متوالͬ

ͷکوچ مقیاس مسائل حل برای موثر بسیار تکراری
تابع از معمول طور به روش این در است. متوسط و
تابع از استفاده که حالͬ در شود، مͬ استفاده ای جریمه
به باشد. داشته پی در را مشͺلاتͬ تواند مͬ ای جریمه
از ͬͺی ای جریمه پارامتر مناسب انتخاب مثال، عنوان
شده ارائه روشفیلتر [١] مرجع در مشͺلاتاست. این
درجه ریزی برنامه روش با خطͬ غیر مسائل حل در و
دیدگاه است. شده برده کار به اعتماد ناحیه متوالͬ دوم
از تر متفاوت کلͬ طور به گام رد یا پذیرش برای فیلتر

١�مقدمه

در را زیر تساوی قیود با غیرخطͬ ریزی برنامه مساله
گیریم: مͬ نظر

min f(x)

C(x) = 0
(١)

دو توابع C : Rn → Rm و f : Rn → R آن در که
برنامه روش هستند. پذیر مشتق پیوسته بطور بار
روش ͷی (١) مساله حل برای متوالͬ دوم درجه ریزی

١
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ژاکوبین ماتریس Jk = J(xk) و Ck = C(xk) آن در که
گام به نرمال گام محاسبه برای است. xk نقطه در
برای (٣) شرط باید اما نیست، نیاز دقیق گوس-نیوتن

شود: برقرار kc ثابت
1

2
∥Ck∥2 −

1

2
∥Ck + Jkn∥2

≥ kc∥JkCk∥min
(

∥JkCk∥
1+∥JkCk∥ ∆k

c
)
≥ 0

(٣)

متقارن گوس-نیوتن تقریب wk = Jk
TJk ماتریس

واضح همچنین است. xk نقطه در هسͬ ماتریس برای
گاه آن باشد، شدنͬ xk نقطه اگر بالا شرایط با که است
کاهش هدفش که nk محاسبه از پس است. nk = 0

هستیم. tk مماسͬ گام یافتن دنبال به است، قیود تخطͬ

بخشد. بهبود را بهینگͬ که یابیم مͬ طوری :را tk گام
هدف تابع برای را زیر دوم درجه مدل منظور، این برای

گیریم مͬ نظر در

mk (xk + p) = fk+ < gk, p > +
1

2
< p,Bkp >

(۴)
هسͬ تقریب gk = ∇f(xk) و fk = f(xk) آن در که
مساله زیر tk آوردن بدست برای است. لاگرانژی تابع

شود. مͬ حل ∥t∥ ≤ ∆f
k قید گرفتن نظر در با (۵)

mk (xk + nk + t) = mk (xk + nk)+ < gk
n, t >

+
1

2
< t,Bkt >

(۵)

گام توان مͬ حال، است. gkn = gk +Bknk آن در که
گام در نمود. معرفͬ pk = nk + tk صورت به را کامل
زیر مساله زیر حل از لاگرانژ ضرایب الͽوریتم، پایانͬ

آیند: مͬ بدست

min
1

2
∥gkn + Jk

Tλ∥ (۶)

جریمه تابع از که آنجا از مقاله، این پیشنهادی روش در
بر متفاوت معیاری لذا است، نشده استفاده فیلتر و
اساس بر رسد. مͬ نظر به ضروری آزمایشͬ پذیرشگام

آزمایشͬ گام روش این در است. ای جریمه تابع دیدگاه
مقدار در کافͬ کاهش که شود مͬ پذیرفته صورتͬ در

کند. ایجاد قیود تخطͬ معیار یا و هدف تابع
تابع از استفاده عدم زمینه در مختلفͬ کارهای اخیراً،
ادبیات در تساوی مقید مسائل برای فیلتر و جریمه
روشناحیه [٢] مرجع در است. صورتگرفته موضوع
مرجع چنین، هم است. شده ارائه نایͺنواخت اعتماد
است. کرده معرفͬ را قیفͬ-اعتماد الͽوریتم ͷی [٣]
تابع برای متفاوت اعتمادهای ناحیه از روش این در
مقاله، این در است. شده استفاده قیود تخطͬ و هدف
اعتماد ناحیه متوالͬ دوم درجه ریزی برنامه روش ͷی
قیفͬ- الͽوریتم از که شود مͬ ارائه (١) مساله برایحل
علاوه، به است. گرفته الهام [٣] در پیشنهادی اعتماد
خطͬ یͷجستجوی به مجهز جدید پیشنهادی الͽوریتم
اطمینان ناحیه زیرمساله مجدد حل کاهش منظور به
قرار تقریبی های روش رده در روش این .[۴] است

دارد.
بخش در است. شده بندی دسته بخش ۵ در مقاله این
پردازیم. مͬ پیشنهادی الͽوریتم ساختار ارایه به دوم
تحت پیشنهادی روش سراسری همͽرایی ٣ بخش در
روی عددی نتایج شود. مͬ ساخته استاندارد فرضیات
بخش در ترتیب به مقاله گیری نتیجه و آزمونͬ مسایل

اند. شده ارائه ۵ و ۴ های

الͽوریتم ساختار ٢�معرفͬ

و هدف تابع بهبود به ابتدا در ،(١) مساله حل برای
معیار کنیم. مͬ نگاه جداگانه بطور قیود تخطͬ کاهش
h(x) = 1

2∥C(x)∥ صورت به x نقطه در قیود تخطͬ
است. اقلیدسͬ نرم معرف ∥.∥ آن در که شود تعریفمͬ

شود: مͬ محاسبه زیر مساله زیر حل از نرمال گام

min 1
2∥Ck + Jkn∥2

∥n∥ ≤ ∆k
c

(٢)

٢
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گاه آن نیفتند، اتفاق ناشدنͬ ایستای ونقاط اول مرتبه
طوریکه به دارد وجود κمثل اندیسها از دنباله یͷزیر

Zk آن در که
limZk

T gk = 0

k → ∞, k ∈ κ
و limCk = 0

k → ∞, k ∈ κ

نتیجه، در است. Jk پوچ فضای برای متعامد پایه ͷی
بحرانͬ نقطه ͷی {xk}k ∈ κ ی دنباله از حدی نقطه هر

بود. خواهد اول مرتبه

عددی ۴�نتایج

افزار نرم توسط شده انجام عددی نتایج بخش، این در
مͬ نشان را پیشنهادی الͽوریتم مناسب عملͺرد متلب،
اولیه هسͬ ماتریس تقریب برای سازی، پیاده در دهد.
در شده ذکر روش از رسانͬ بروز برای و B0 = I از
عملͺرد دادن نشان منظور به شود. مͬ استفاده [۵]
ارائه روش با پیشنهادی روش عددی نتایج الͽوریتم،
است ذکر به لازم شود. مͬ مقایسه [۶] در شده
توقف شرط با ها تکرار تعداد اساس بر مقایسه که
بر ∥gk +∇C(xk)

Tλk∥ ≤ 10−6 و ∥h(xk)∥ ≤ 10−6

مجموعه از متوسط و ͷکوچ مقیاس مساله ٢٢ روی
شود. مͬ انجام CUTEr کتابخانه آزمونͬ مسایل
گرفته نظر در های الͽوریتم عملͺرد نمودار ١ شͺل

دهد. مͬ نشان را شده

h نوع تکرار و f نوع تکرار بخش دو به مساله معیار این
در بهبود f نوع تکرار بخش در شود. مͬ بندی تقسیم
کاهش h نوع تکرار در هدف و است نظر مد هدف تابع
پذیرش برای مقاله این در است. قیود تخطͬ در بیشتر
در شود. مͬ استفاده خطͬ جستجوی ͷتکنی از گام
از زیرا شود، نمͬ گرفته نادیده آزمایشͬ گام هیچ واقع،
صرفه به مقرون مساله زیر مجدد حل محاسباتͬ لحاظ

نیست.
الͽوریتم: ساختار

x0 ∈ Rn, k = 0, B0 ∈ Sn×n,∆0
c,∆0

f :٠ گام
یافتن برای (۶) مربعات کمترین مساله زیر حل :١ گام

k + 1 تکرار لاگرانژ ضریب
nk = 0 باشد شدنͬ xk اگرنقطه نرمال) (گام :٢ گام

شود. مͬ حل (٢) مساله زیر صورت این غیر در
کامل سطری رتبه Jk اگرماتریس مماسͬ) (گام :٣ گام
برای (۵) مساله زیر صورت این غیر در tk = 0 باشد

شود. مͬ حل tk یافتن
pk = nk + tk کامل گام معرفͬ :۴ گام
[٣] f نوع گام شرایط برقراری :۵ گام

و گام پذیرش باشد f(xk + pk) < f(xk) اگر :۵-١
اعتماد ناحیه های شعاع کردن بروز

جستجوی گام ورود f(xk + pk) > f(xk) اگر :۵-٢
خطͬ

[٣] h نوع گام شرایط برقراری :۶ گام
و گام پذیرش باشد h(xk + pk) < h(xk) اگر :۶-١

اعتماد ناحیه های شعاع کردن بروز
گام ورود باشد h(xk + pk) > h(xk) اگر :۶-٢

خطͬ جستجوی
k = k + 1 وقراردادن Bk+1 کردن بروز :٧ گام

همͽرایی ٣�قضیه

ادبیات در که استاندارد فرضیات تحت قسمت این در
بحرانͬ نقاط اگر که دهیم مͬ نشان دارد وجود موضوع

٣
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نظر در های روش عملͺرد مقایسه نمودار شͺل١:
شده گرفته

گیری ۵�نتیجه

درجه ریزی برنامه ریزی برنامه روش ͷی مقاله، این در
در شد. ارائه تساوی مقید مسائل حل برای متوالͬ دوم
جریمه تابع و فیلتر از استفاده عدم وجود با روش این
نیز اول مرتبه بحرانͬ نقاط به سراسری همͽرایی ای،
الͽوریتم این در دیͽر جالب نکته شود. مͬ برآورده
مساله زیر دو برای متفاوت اعتماد ناحیه دو از استفاده
روش ترکیب از استفاده همچنین و مماسͬ و نرمالͬ
ریزی برنامه برای اعتماد ناحیه و خطͬ جستجوی های
جستجوی روش از استفاده با است. متوالͬ دوم درجه

داد. کاهش را تکرارها تعداد توان مͬ خطͬ

مراجع
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Linear Plus Linear Fractional Problems with Absolute

Value Functions

E. Valipour∗, Department of Mathematics ,

Shahid Bahonar University of Kerman, valipour@math.uk.ac.ir; ezat.valipour@gmail.com.

Abstract: This paper deals with a linear plus linear fractional problem with absolute value functions which

is nonsmooth. It considers a well-known transformation to convert the problem into a smooth one. It

also presents some conditions under which the proposed nonsmooth problem may not be equivalent to the

resulted smooth one.

Keywords: Linear pluse linear fractional programs with absolut value functions; Equivalent optimization

problems.

1 INTRODUCTION

Fractional programming problems occur frequently

in modeling of real-world problems, in particular,

when one needs to optimize the efficiency of certain

activities. Several researchers investigated different

kinds of fractional programming problems [1]-[4].

In particular, several authors considered linear plus

linear fractional problems. They suggested some

methods to solve it [2], [4]. But, by notice to the

difficultness to deal with problems with absolute

value functions, linear plus linear fractional prob-

lem with absolute value functions have been noted

recently. Cadha and Chadha consider it as follows:

max Z(x) =
∑n

j=1 cj |xj |+
∑n

j=1 pj |xj |+ p0∑n
j=1 qj |xj |+ q0

= C(x) +
P (x)

Q(x)

s.t. Ax = b,

(1)

where x is unrestricted, A is an m× n matrix and

b is a column vector m× 1.

Following transformation can be used to con-

vert Problem (1) into a linear plus linear fractional

problem with nonnegative variables [1]:

xj = x+
j − x−

j , for j = 1, . . . , n

x+
j ≥ 0, x−

j ≥ 0

|xj | = x+
j + x−

j

x+
j x

−
j = 0.

(2)

Transformation (2) without the restriction x+
j x

−
j =

0, converts Problem (1) into the following smooth

one:

max Ẑ(x) =
∑n

j=1 cjx
+
j +

∑n
j=1 cjx

−
j

+

∑n
j=1 pjx

+
j +

∑n
j=1 pjx

−
j + p0∑n

j=1 qjx
+
j +

∑n
j=1 qjx

−
j + q0

s.t. Ax+ −Ax− = b

x+, x+ ≥ 0.

(3)

Since we ignore the restriction x+
j x

−
j = 0 to

obtain Problem (3), Problems (1) and (3) cannot

always be equivalent. This paper generalizes the

results in [1] and presents some conditions under

which both problems may not be equivalent. These
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conditions are determined so that neither simplex-

type algorithms nor the other algorithms for lin-

ear programming can solve Problem (1). Indeed,

it is shown that we have to consider the restriction

x+
j x

−
j = 0.

2 MAIN RESULTS

The concept of Equivalent optimization problems

is defined as follows:

Definition 2.1. ([3]) Two optimization problems

are said to be equivalent if one of them can be con-

verted to the other using a transformation, and one

of the following conditions holds:

(i) both problems are infeasible;

(ii) both problems have the unbounded optimal

value +∞ or −∞;

(iii) both problems have finite optimal solutions

with equal optimal values.

Throughout this paper X1 and X3 presents

the feasible sets of Problem (1) and (3), respec-

tively:

X1 = {x ∈ Rn : Ax = b},

and

X3 = {x ∈ R2n : Ax+ −Ax− = b, x+, x+ ≥ 0}.

It can easily verify that X1 and X3 are both empty

or not i.e., Problems (1) and (3) are both infeasible

or feasible. Thus, without loss of generality, we as-

sume thatX1 ̸= ∅ and henceX3 ̸= ∅. The following
theorem presents some circumstances under which

Problems (1) and (3) cannot always be equivalent.

Theorem 2.2. Let X1 ̸= ∅. Problems (1) and (3)

may not be equivalent if one of the following con-

ditions holds:

(i) ∃k ∈ {1, . . . , n} : ck > 0, qk ̸= 0;

(ii) ∃k ∈ {1, . . . , n} : ck > 0, qk = 0, and

Q(x) > 0, ∀x ∈ X1;

(iii) ∃j ∈ {1, . . . , n} : ck = 0, pk > 0, qk = 0, and

Q(x) > 0, ∀x ∈ X1.

In fact, the results in this paper are in the

follow of the Results presented by Chadha and

Chadha [1]. In order to compare the results in [1]

and in this paper some explanatory notes are as

follows:

• Chadha and Chadha considered X1 is

bounded while our results are correct for both

bounded and unbounded feasible set X1.

• They assume that C(x), P (x) ≥ 0, and

Q(x) > 0 for every x ∈ X1. But, we have

no restriction on the sign of C(x) and P (x)

and even Case (i) in Theorem (2.2) is inde-

pendent on the sign of Q(x).

• They restricted the sign of all cj , pj and qj

for j = 1, . . . , p. In contrast, the sign of only

one ck, pk, and qk.

• They presented some conditions under which

simplex-type algorithms provided by Teterev

[4] and Carosi and Martein [2] cannot be

used to solve Problem (1). But, this paper

presents some conditions under which neither

simplex-type algorithms nor the other algo-

rithms in linear programming can be used to

solve Problem (1).

Under conditions presented in Theorem 2.2,

it is not possible to solve Problem (1) by using an

smooth problem. In order to solve Problem (1) one

has to use the nonsmooth programming methods.

However, these methods are not usually application

oriented. So, finding a method which can solve it

in a reasonable time is an open problem which can

be noted in further researches.
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3 NUMERICAL EXAM-

PLES

This section is devoted to some easy examples to

clarify the conditions of Theorem (2.2).

Example 3.1. Consider the following linear plus

linear fractional problem with absolut value func-

tions:

max Z(x) = 2|x1| − |x2|+
|x1| − 1

−|x1| − |x2| − 2

s.t. 0 ≤ x1 ≤ 1

0 ≤ x2 ≤ 1,

(4)

In this problem c1 > 0 and q1 ̸= 0. Regarding the

compactness of feasible set Problem (4) has a finite

optimal value. Transformation (2), without the re-

striction x+
j x

−
j = 0, converts Problem (4) into the

following smooth one:

max Ẑ(x) = 2x+
1 + 2x−

1 − x+
2 − x−

2

+
x+
1 + x−

1 − 1

−x+
1 − x+

1 − x+
2 − x−

2 − 2

s.t. 0 ≤ x+
1 − x−

1 ≤ 1

0 ≤ x+
2 − x−

2 ≤ 1

x+
1 , x−

1 , x+
2 , x−

2 ≥ 0.

(5)

(x+
1 , x

−
1 , x

+
2 , x

−
2 ) = (θ, θ, 0, 0) is a feasible solution

of the above problem for every θ ≥ 0 and the value

of objective function is:

Ẑ(θ) = 4θ +
2θ − 1

−2θ − 2
,

where limθ→+∞ Ẑ(θ) = +∞. Thus, the above prob-

lem has an unbounded optimal value and it is not

equivalent by Problem (6).

Example 3.2. Consider the following problem:

max Z(x) = |x1|+ |x2|

+
4|x1| − 4|x2|+ 2

|x2|+ 3

s.t. 0 ≤ x1 ≤ 1

0 ≤ x2 ≤ 1,

(6)

In this problem c1 > 0, p1 ≥ 0, q1 = 0, and

D(x) > 0 over the feasible set. By considering the

compactness of feasible set Problem (6) has a finite

optimal value. Transformation (2), without the re-

striction x+
j x

−
j = 0, converts Problem (6) into the

following smooth one:

max Ẑ(x) = x+
1 + x−

1 + x+
2 + x−

2

+
4x+

1 + 4x−
1 − 4x+

2 − 4x−
2 + 2

x+
2 + x−

2 + 3

s.t. 0 ≤ x+
1 − x−

1 ≤ 1

0 ≤ x+
2 − x−

2 ≤ 1

x+
1 , x−

1 , x+
2 , x−

2 ≥ 0.

(7)

Similar to Example 3.1, it can be shown that Prob-

lem (7) is unbounded. Therefore, Problems (6) and

(7) are not equivalent.

Example 3.3. Consider the following problem:

max Z(x) = −|x2|

+
2|x1| − |x2|+ 4

|x2|+ 1

s.t. 0 ≤ x1 ≤ 1

0 ≤ x2 ≤ 1,

(8)

In this problem c1 = 0, p1 > 0, q1 = 0, and

D(x) > 0 over the feasible set. Problem (6) con-

verts to the the following problem:

max Ẑ(x) = −x+
2 − x−

2

+
2x+

1 + 2x−
2 − x+

2 − x−
2 + 4

x+
2 + x−

2 + 1

s.t. 0 ≤ x+
1 − x−

1 ≤ 1

0 ≤ x+
2 − x−

2 ≤ 1

x+
1 , x−

1 , x+
2 , x−

2 ≥ 0.

(9)

Similar to the above examples it can be verified that

Problem (8) is bounded while Problem (9) is un-

bounded.
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قطبی دو رویکرد با فازی ھدفی چند ریزی برنامھ

dariushbakhshayesh@birjand.ac.ir بیرجند، دانشگاه عملیات، در تحقیق ارشد کارشناسی دانشجوی بخشایش، داریوش

h.bigdeli@birjand.ac.ir بیرجند، دانشگاه عملیات، در تحقیق دکتری دانشجوی ،* بیگدلی حمید

hhassanpour@birjand.ac.ir بیرجند، دانشگاه ریاضی، گروه علمی ھیات عضو حسن�پور، حسن

شود. می ارائھ دوقطبی رویکرد با فازی ھدفی چند خطی برنامھریزی مسئلھی حل برای روش یک مقالھ این در چکیده:
چند خطی برنامھریزی مسئلھی یک بھ فازی پارامترھای با ھدفی چند برنامھریزی مسئلھی ابتدا پیشنھادی، حل روش در

میشود. استفاده قطبی دو رویکرد از گیرنده تصمیم آرمانھای بھ رسیدن برای سپس و تبدیل معمولی ھدفی
تجمیع عملگر قطبی، دو روش فازی، ھدفی چند خطی برنامھریزی کلیدی: کلمات

.

میباشد: زیر صورت

Ã = {(x, µÃ(x))|x ∈ X}

عضویت تابع را µÃ : X −→ [۰,۱] آن در کھ
عنصر عضویت درجھی را µÃ(x) و Ã فازی مجموعھی
درجھی کھ Ã از عناصری مجموعھی گویند. x ∈ X

گویند. Ã تکیھگاه را است صفر از بزرگتر آنھا عضویت
یعنی:

Supp(Ã) = {x ∈ X : µÃ(x) > ۰}

مجموعھی از فازی مجموعھی یکزیر Ã فرضکنید
صورت این در .α ∈ [۰,۱] و باشد X مرجع

میشود: تعریف زیر صورت بھ Ã α-برش مجموعھی
فازی مجموعھی .Ãα = {x ∈ X | µÃ(x) ≥ α}

یکی حداقل عضویت درجھی کھ است مجموعھای نرمال،
فازی، عدد یک ھمچنین باشد. یک برابر آن اعضای از

مقدمھ

عوامل تاثیر تحت مدیران گیریھای تصمیم از بسیاری
وجود ذکر، قابل نکتھی کھ دارد قرار کیفی و کمی مختلف
برای روش یک [٣] ساکاوا است. عوامل این میان تقابل
فازی پارامترھای با ھدفی چند برنامھریزی مسئلھی حل
قطبی دو روش یک [١] مھرا آ. و دیوبی د. و داد ارائھ
ارائھ قطعی ضرایب با فازی ھدفی چند مسائل حل برای
چند خطی برنامھریزی مسئلھی یک مقالھ، این در دادند.
گرفتن درنظر با فازیاند، آن پارامترھای تمام کھ ھدفی
میشود. حل دوقطبی روش بھ گیرنده، تصمیم آرمانھای

اولیھ مفاھیم

باشد عناصری شامل و مرجع مجموعھی X کنید فرض
مجموعھی صورت این در میشوند. مشخص x با کھ
بھ مرتب زوجھای از مجموعھ یک ،X در Ã فازی

١
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˜maximize (C̃۱x, ..., C̃kx)
T

s.t

x ∈ X(Ã, B̃) = {x ∈ Rn | Ãix≤̃B̃i

i = ۱, ...,m, x ≥ ۰}

(١)

B̃i و Ãi = (Ãi۱, ..., Ãin), C̃r = (C̃r۱, ..., C̃rn) کھ
ھدف توابع در رفتھ بکار فازی پارامترھای دھندهی نشان
فازی ≤ معنی بھ قیود در ≤̃ نماد ھستند. محدودیتھا و
سازی بیشینھ دھندهی نشان ھدف توابع در m̃ax نماد و
مقدار گرفتن نظر در با دیگر عبارت بھ است. فازی
ام r ھدف تابع برای Z̄r انتظار) مورد (مقدار آرمانی

شود: بیان زیر صورت بھ میتواند مسئلھ

Find x

s.t

C̃rx≥̃Z̄r r = ۱, ...k

Ãix≤̃B̃i i = ۱, ...,m (٢)

x ≥ ۰

مسئلھی α ∈ [۰,۱] گرفتن در با ابتدا مسئلھ، حل برای
میکنیم: تبدیل زیر مسئلھی بھ را (١)

˜maximize (c۱x, ..., ckx)
T

s.t

x ∈ X(a, b) = {x ∈ Rn | aix≤̃bi

i = ۱, ...,m, x ≥ ۰} (٣)

(a, b, c) ∈ (Ã, B̃, C̃)α

آن در کھ
(Ã, B̃, C̃)α = {(a, b, c) | a ∈ Ãα, b ∈ B̃α, c ∈ C̃α}

فوق، درمسئلھی گویند. (Ã, B̃, C̃)برش-α مجموعھی را
(۳) مسئلھی لذا میباشند. مجھول x ھمچون c و b ،a
x ≥ ۰ اینکھ بھ توجھ اما است. خطی غیر مسئلھی یک
بازهھای ترتیب بھ bi و crj ،aij برای شدنی نواحی و

با µM̃ (x) عضویت تابع با M̃ مانند فازی مجموعھای
میباشد: زیر شرایط

باشد. بازه[۰,۱] بھ R۱ از پیوستھ نگاشت یک .١

∀x ∈ (−∞, c], µM̃ (x) = ۰ .٢

باشد. پیوستھ و صعودی اکیدا [c, a] بازه در .٣

∀x ∈ [a, b], µM̃ (x) = ۱ .۴

باشد پیوستھ و نزولی اکیدا [b, d] بازه در .۵

∀x ∈ [d,∞), µM̃ (x) = ۰ .۶

I = [۰,۱] کھ را f : Ip −→ I تابع : [١]١ تعریف
ھرگاه: گوییم تجمیع عملگر

f(x) = x ، p = ۱ ازای بھ .١

f(۰, ...,۰) = ۰, f(۱, ...,۱) = ۱ .٢

آنگاه (x۱, ..., xp) ≤ (y۱, ..., yp) اگر .٣
f(x۱, ..., xp) ≤ f(y۱, ..., yp)

ازای بھ کھ را F : Ip −→ I نگاشت : ٢ تعریف
،F (a۱, ..., ap) =

∑p
k=۱ wkbk ،(a۱, ..., ap) ∈ Ip ھر

k ،bk و ∑p
k=۱ wk = ۱ ،wk ∈ [۰,۱] آن در کھ

یک ,a۱}است، ..., ap} مجموعھی بزرگ عنصر امین
مینامند. p بعد با شده مرتب وزندار میانگین عملگر
میانگین عملگر دو min و max عملگرھای نمونھ برای
(۱, ...,۰) ترتیب بھ وزن بردارھای با شده وزندارمرتب

میباشند. (۰, ...,۱) و

پیشنھادی روش و مسئلھ ساختار

بھ را فازی ھدفی چند خطی ریزی برنامھ مسئلھی یک
میگیریم: نظر در زیر صورت

٢
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میشود: بیان زیر صورت بھ مسئلھ ،DP

max min {µDP
(x), µDN

(x)}

s.t (۵)

x ≥ ۰

معادل طور بھ یا

max λ

s.t

F (µG۱(c
R
۱αx), ..., µGk

(cRkαx) ≥ λ

µRi(a
L
iαx) ≥ λ, i = ۱, ...,m

x ≥ ۰ (۶)

۰ ≤ λ ≤ ۱

تصمیم برای بخش رضایت جواب یک مسئلھ این حل با
میآید. دست بھ گیرنده

میگیریم: نظر در را زیر مسئلھی مثال:

m̃ax C̃۱۱x+ ۲x۲≥̃۴ g۱ = ۲
m̃ax ۲x۱ + C̃۲۲x۲≥̃۲ g۲ = ۱
s.t x۱ + Ã۱۲x۲≤̃۳ r۱ = ۱

۲x۱ + x۲≤̃B̃۲ r۲ = ۲
x۱ ≥ ۰, x۲ ≥ ۰

(٧)

با مثلثی فازی اعداد B̃۲و Ã۱۲ ،C̃۲۲ ،C̃۱۱ آن در کھ
عضویت توابع

µC̃۱۱
(c۱۱) = max(۱− ۰٫۵|c۱۱ − ۴|,۰)

µC̃۲۲
(c۲۲) = max(۱− |c۲۲ − ۰٫۵|,۰)

µÃ۱۲
(a۱۲) = max(۱− ۲|a۱۲ − ۱|,۰)

µB̃۲
(b۲) = max(۱− ۲|b۲ − ۰٫۷۵|,۰)

مجموعھی تعریف کمک بھ و α = ۰٫۵ برای میباشند.
داریم: ،(Ã, B̃, C̃) α-برش

c۱۱ ∈ [۳,۵] , c۲۲ ∈ [۰,۱]
a۱۲ ∈ [۰٫۷۵,۱٫۲۵] , b۲ ∈ [۰٫۵,۱]

میباشند، [bLiα, b
R
iα] و [cLrjα, c

R
rjα] ،[aLijα, aRijα] بستھی

نوشت: زیر صورت بھ میتوان را مسئلھ

˜maximize (cR۱αx, ..., c
R
kαx)

T

s.t

aLiαx≤̃bRiα, i = ۱, ...,m (۴)

x ≥ ۰

.bLiα = [bRi۱α...b
R
inα]

T و aLiα = [aLi۱α...a
L
inα] آن در کھ

و ھدف توابع برای را زیر خطی عضویت توابع اکنون
میگیریم: نظر در فوق مسئلھی محدودیتھای

µGr (c
R
rαx) =


۰ cRrαx < Z̄r − gr

۱− Z̄r−cRrαx
gr

Z̄r − gr ≤ cRrαx < Z̄r

۱ cRrαx ≥ Z̄r

µRi(a
L
iαx) =


۰ aLiαx > bRiα + ri

۱− aL
iαx−bRiα

ri
bRiα < aLiαx ≤ bRiα + ri

۱ aLiαx ≤ bRiα

بھ Z̄r آرمان از ام r ھدف تابع مجاز انحراف gr کھ
سمت بھ bRiα از aLiαx مجاز انحراف ri و چپ سمت
ھدفی چند مسائل حل روشھای از یکی میباشند. راست
برای آن در کھ است دوقطبی روش ،(۴) شکل بھ فازی
وزندار میانگین عملگر از اھداف، عضویت توابع تجمیع
از محدودیتھا، عضویت توابع تجمیع برای و شده مرتب
میدھیم: قرار یعنی .[١] میشود استفاده مینیمم عملگر

µDP (x) = F (µG۱(c
R
۱αx), ..., µGk

(cRkαx))

µDN (x) = min(µR۱(a
L
۱αx), ..., µRm(aLmαx))

رضایت میزان اگر کھ است گونھای بھ F عملگر ساختار
رضایت یابد، افزایش ھدف یک آرمان بھ دستیابی در
یعنی یابد؛ افزایش باید نیز جواب از گیرنده تصمیم کل
پس یکنواست. اکیداً شده، مرتب وزندار میانگین عملگر
تصمیم گیری کار بھ با ،µDN (x)و µDP (x) معرفی از
و DN فازی مجموعھھای برای [١] زاده و بلمن فازی

٣
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بخش رضایت جواب مسئلھ این حل از کھ
بدست (λ∗, x∗

۱, x
∗
۲) = (۰٫۷۸۵۷,۰٫۷۱۴۳,۰)

میآید.

نتایج

برنامھ مسئلھی حل برای قطبی دو روش یک مقالھ این در
درنظرگرفتن با و فازی پارامترھای با ھدفی چند ریزی
روش در شد. ارائھ ھدف، توابع برای آرمانھایی
با ھدفی چند ریزی برنامھ مسئلھی یک ابتدا پیشنھادی
ریزی برنامھ مسئلھی یک صورت بھ فازی پارامترھای
آرمانھای ساختن برآورده برای سپس و شده تبدیل قطعی
دو از ترتیب بھ محدودیتھا و اھداف برای گیرنده تصمیم
تجمیع برای مینیمم و شده مرتب وزندار میانگین عملگر
فازی تصمیم گیری کار بھ با سپس میشود. استفاده آنھا
معمولی خطی ریزی برنامھ مسئلھی یک [١] زاده و بلمن
بخش رضایت یکجواب مسئلھ، این حل با کھ آمد دست بھ

میآید. دست بھ گیرنده تصمیم برای
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زیرداریم: صورت بھ را (۴) مسئلھی لذا

m̃ax ۵x۱ + ۲x۲≥̃۴ g۱ = ۲
m̃ax ۲x۱ + x۲≥̃۲ g۲ = ۱
s.t x۱ + ۰٫۷۵x۲≤̃۳ r۱ = ۱

۲x۱ + x۲≤̃۱ r۲ = ۲
x۱ ≥ ۰, x۲ ≥ ۰

(٨)

حدود ،Z̄۲ = ۲ و Z̄۱ = ۴ آرمانھای نظرگرفتن در با
و ھدف توابع برای g۲ = ۱ و g۱ = مجاز۲ تخلف
عضویت توابع طبق قیود، برای r۲ = ۲ و r۱ = ۱
محدودیتھا و ھدف توابع برای شده گرفتھ درنظر خطی

داریم:

µG۱(c
R
۱αx) =


۰ cR۱αx < ۲

۲٫۵x۱ + x۲ − ۱ ۲ ≤ cR۱αx < ۴
۱ cR۱αx ≥ ۴

µG۲(c
R
۲αx) =


۰ cR۲αx < ۱

۲x۱ + x۲ − ۱ ۱ ≤ cR۲αx < ۲
۱ cR۲αx ≥ ۲

µR۱(a
L
۱αx) =


۰ aL۱αx > ۴

−x۱−٫ ۷۵x۲ + ۴ ۳ < aL۱αx ≤ ۴
۱ aL۱αx ≤ ۳

µR۲(a
L
۲αx) =


۰ aL۲αx > ۳

−x۱−٫ ۵x۲ + ۱٫۵ ۱ < aL۲αx ≤ ۳
۱ aL۲αx ≤ ۱

در (۱,۰) وزن بردار با max عملگر را F اگر حال
داشت: خواھیم بگیریم، نظر

µDP (x) = ۲٫۵x۱ + x۲ − ۱

داریم: را زیر مسئلھی نھایت در و

max λ

s.t ۲٫۵x۱ + x۲ − ۱ ≥ λ

−x۱ − ۰٫۷۵x۲ + ۴ ≥ λ

−x۱ − ۰٫۵x۲ + ۱٫۵ ≥ λ

۰ ≤ λ ≤ ۱, x ≥ ۰

(٩)

۴
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